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AVERTISSEMENT. 



Il existe plusieurs Livres très-estimables sur la 
partie élémentaire des Mathématiques , lesquels 
ont parfaitement atteint le but d'utilité que s'é- 
toient proposé leurs Auteurs. Mais en rendant 
justice au mérite de ces ouvrages , je ne puis me 
dissimuler qu'ils laissent quelque chose à désirer 
depuis les heureux changemens introduits dans 
le mode de l'instruction publique. C'est pour 
cette raison que je me suis déterminé à mettre au 
jour de nouveaux élémens qui , renfermant dans 
des limiter a? se z étroites tous les principes de la 
science , pussent en même temps s'adapter spé- 
cialement à l'enseignement des Ecoles centrales. 
D'ailleurs, depuis que les plus célèbres Géomètres 
ont dirigé leur attention vers les élémens même 
des Mathématiques , ils les ont enrichis de plu- 
sieurs belles découvertes qu'il importe défaire 
connoître , f et qui n'ont pu être exposées dans 
les livres qui ont paru avant cette époque. 

Ce volume est divisé en deux parties , l'Arith- 
métique et l'Algèbre. L'Arithmétique , qui est la 
base de toutes les autres branches des Mathéma- 
tiques , est traitée avec tout le détail qu'exige 
son importance. Je me suis attaché à expliquer 
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les principes généraux de la numération , et 
leur application au système décimal en parti- 
culier. La connoissance du nouveau système 
métrique étant aujourd'hui d'un intérêt général , 
je n'ai rien négligé de ce qui pouvoit en prépa- 
rer l'intelligence; c'est pourquoi j'ai beaucoup 
insisté sur les propriétés des fractions décimales. 
Viennent ensuite quelques légères notions sur 
les fractions continues , qui m'ont paru indispen- 
sables d'après les nombreuses applications qu'on 
en a faites dans divers points d'analyse. Du reste, 
cette théorie est traitée plus à fond dans l'Al- 
gèbre. Les rapports, les proportions, les pro- 
gressions et les règles qui en dérivent sont dé- 
montrés d'une manière rigoureuse , et présen- 
tent un ensemble qui ne peut être que très- 
utile aux jeunes gens qui se destinent au com- 
merce. À la théorie des progressions se lie natu- 
rellement celle des logarithmes, que j'ai expo- 
sée avec tous les développemens nécessaires pour 
l'appliquer aux opérations numériques. 

La première partie de l'Algèbre comprend les 
opérations fondamentales du calcul algébrique 
expliquées avec clarté et précision. La seconde , 
connue sous le nom à! Analyse y consiste dans 
l'application de ces opérations à la recherche des 
quantités inconnues qui se présentent dans la 
solution des divers problêmes , et constitue pro- 
prement l'art de résoudre les équations. De la 
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théorie des fractions continues , j'ai déduit les 
principes de l'analyse indéterminée. J'ai exposé 
succinctement le procédé de la solution des pro- 
blêmes indéterminés du second degré. J'ai ren- 
voyé à la fin de l'Algèbre les suites qui tirent 
leur origine de la division algébrique , et qui don- 
nent naissance à la méthode des coefliciens in- 
déterminés , méthode qui est d'un usage univer- 
sel dans l'analyse. Je termine mon travail par des 
opérations générales sur les différens systèmes 
de numération , et sur quelques propriétés re- 
marquables des nombres. 

Je me propose de faire succéder incessam- 
ment à cet ouvrage de nouveaux Élémens de 
Géométrie et de Trigonométrie , et par la suite 
un Traité de Courbes et d'Analyse infinitési- 
male , qui formera , avec les ouvrages précédens , 
un Cours complet de Mathématiques. 
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ERRATA 



Pa ge 8, ligne 19 , sept par i5 ; lisez sept par i3. 
Page 80, lig. 28, 64a; lisez 542. 
Page 81 , lig. 20, il; lisez elle. 

Page i4a, lig. 5 de la note, 2,118287 ; lisez, 2,718287. 
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N 

DE MATHÉMATIQUES. 



1, Les Mathématiques sont une science qui a 
pour objet les propriétés de la grandeur qui peu- 
vent être calculées ou mesurées. 

Le mot mathématique vient du grec , et signifie 
science , parce qu'en effet on peut regarder les ma- 
thématiques comme étant la science par excellence , 
puisqu'elles renferment les seules connoissances cer- 
taines accordées à nos lumières. 

2. On appelle grandeur ou quantité, tout ce qui 
peut être augmenté ou diminué , comme l'espace 
ou l'étendue , la durée ou le temps , le mouvement , 
le poids, la lumière. 

3. La grandeur ou quantité est susceptible d'aug- 
mentation ou de diminution sans fin ; c'est-à-dire , 
que quelque grande , ou quelque petite que soit une 
quantité, on peut en concevoir, parla pensée, une 
plus grande , ou plus petite. Ses accroissemens ou 
ses décroissemens n'ont pas de bornes, ou , si l'on 
veut , n'ont d'autres bornes que Yinfini et l'infini- 
ment petit. Ni l'une ni l'autre de ces limites ne peu- 
vent être considérées comme des quantités réelle- 
ment existantes, mais seulement comme le terme 
auquel tendent toutes les quantités finies , sans ja- 
mais pouvoir y arriver , et dont on peut supposer 
qu'elles ne diffèrent que d'une quantité plus petite 
que toute grandeur assignable. 
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4. La grandeur peut être considérée sous deux 
différens rapports ; savoir , d'une manière abstraite , 
ou d'une manière concrète. 

La grandeur abstraite est celle dont la notion ne 
désignant aucun sujet particulier , convient égale- 
ment à tout ce qui est composé de parties. 

La grandeur concrète est celle dont la notion ren- 
ferme l'idée d'un sujet particulier tellement déter- 
miné , qu'on ne puisse pas le confondre avec un 
autre. 

Sous ces deux points de vue , elle est calculable 
ou mesurable. Dans le premier cas , elle est repré- 
sentée par des nombres ; dans le second , par l'éten- 
due. La grandeur, en tant que calculable, est l'ob- 
jet de l'arithmétique ; en tant que mesurable , elle 
est l'objet de la géométrie : sous l'un et l'autre rap- 
port, elle est l'objet de l'algèbre. 

5. L'arithmétique et la géométrie sont le fonde- 
ment de toutes les sciences qui traitent des gran- 
deurs, : Platon les appeloit les deux ailes des mathé- 
matiques. En effet , toutes les fois qu'en considé- 
rant , par le moyen de l'algèbre , les propriétés 
générales des nombres , on sera parvenu à un résul- 
tat , pour pouvoir en faire usage , il est nécessaire 
de le traduire en nombres ou en lignes. Pour le tra- 
duire en nombres, on a besoin du secours de l'arith- 
métique ; pour le traduire en lignes, on a besoin du 
secours de la géométrie. 

L'arithmétique, l'algèbre et la géométrie étant 
la base des mathématiques , c'est par elles qu'il 
convient de commencer l'étude de cette science. 
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PREMIÈRE PARTIE- 



de L'ARITHMÉTIQUE. 

6. Le mot arithmétique vient du grec, et signifie 
nombre. L'arithmétique est donc , selon l'étimolo- 
gie du mot, la science des nombres. 

7. On entend en général, par nombre, l'assem- 
blage, ou la collection de plusieurs unités de même 
nature. Euclide conclut de cette définition, que 
l'unité ne doit pas être mise au rang des nombres , 
et que par conséquent , le premier et le plus petit 
de tous les nombres est deux. 

8. L'unité mathématique est tout ce qui peut 
être pris pour mesure , ou pour terme de compa- 
raison , dans l'expression des grandeurs. 

Pour avoir donc une idée exacte d'un nombre a 
il faut avoir , i°. l'idée de l'unité ; 2 0 . savoir combien 
de fois le nombre proposé contient l'unité. 

g. On distingue deux sortes d'unités , l'unité 
abstraite et l'unité concrète. 

L'unité abstraite est l'idée d'une grandeur indé- 
terminée et dépouillée de toutes les qualités sensi- 
bles 5 c'est l'idée d'une chose qui n'existe que dans 
notre entendement : et le nombre abstrait est l'as- 
semblage de plusieurs unités abstraites. Ainsi les 
nombres trois ou trois fois , cinq ou cinq fois , sont 
des nombres abstraits. 

L'unité concrète est l'idée d'une grandeur parti- 
culière et déterminée, revêtue de qualités sensibles 
qui constituent sa nature ; et le nombre concret est 
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la collection de plusieurs unités concrètes. Ainsi 
trois toises, quatre jours, &c. sont des nombres 
concrets. 

Le nombre abstrait est l'expression d'une compa- 
raison établie entre deux grandeurs, dont une est 
prise pour l'unité : il exprime combien de fois celle- 
ci est contenue dans la première. C'est ce qu'on 
appelle le rapport ou la raison d'une grandeur à 
une autre. Ainsi le nombre trois ou trois fois, ex- 
prime combien de fois la grandeur trois contient la 
quantité de même nature désignée par un. 

lO. En général, nous ne connoissons les pro- 
priétés de la grandeur (on pourroit même dire de 
tous les êtres existans ou possibles) que par les 
rapports qu'elles ont entr'elles 5 et les signes dont 
on se sert pour désigner ces propriétés, ne sont que 
l'expression du rapport. L'idée du rapport est donc 
une des idées les plus simples que nous puissions 
avoir sur les propriétés de la grandeur , car c'est la 
seule connoissance que l'on puisse acquérir en les 
. comparant entr'elles. Nous pouvons donc dire avec 
Newton , que les nombres ne sont que des rapports 
apperçus par l'esprit , et distingués par des signes 
particuliers; et l'arithmétique qui est la science des 
nombres , est l'art d'exécuter , par des opérations 
techniques très-simples, des calculs auxquels l'intel- 
ligence humaine, livrée à elle-même, ne sauroit 
atteindre. 

L'idée de considérer les nombres comme l'ex- 
pression d'un rapport , paroîtra peut-être trop abs- 
traite pour être placée à la tête d'un ouvrage élé- 
mentairé ; mais elle n'en est pa*s moins une idée 
fondamentale de la science des nombres , et nous 
aurons occasion de la rappeler souvent , pour écar- 
ter quelques difficultés que présente l'énoncé de 
plusieurs questions que nous aurons à traiter. 
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Explication des signes dont on fait usage dans 
toutes les parties des mathématiques. 

1 1 . Le signe = est le signe dont on se sert pour 
marquer que des quantités qu'on compare sont 
égales : ainsi A~B signifie que A égale B. 

Le signe -f* sert à marquer l'addition des quanti- 
tés, et se prononce plus : ainsi A-\-B représente 
la somme des quantités A et B , et se prononce 
A plus B. 

Le signe — marque la soustraction, et se pro- 
nonce moins : ainsi A — B se prononce A moins B. 

Le signe X indique la multiplication : ainsi A><B 
représente la multiplication de A par B. Au lieu 
du signe x , on emploie quelquefois un point : ainsi 
A.B est la même chose que AxB. 

Le signe > signifie pfus grand , et le signe <C 
signifie plus petit , on moindre : ainsi A^>B mar- 
que que A est plus grand que B , et A'<C B ex- 
prime au contraire que A est plus petit que JS.. 

Principes généraux de la numération. 

12. La première chose qu'il a fallu faire en arith- 
métique , a été de pouvoir exprimer d'une manière 
simple tous les nombres possibles. 

Si pour chaque nombre il avoit fallu un signe 
particulier , la mémoire eût été bieitfôt surchargée 
de ce grand nombre de signes, et l'arithmétique 
seroit restée très-imparfaite, parce qu'en général 
nos connoissances ne peuvent se perfectionner que 
par le rapprochement des idées que les signes fixent 
dans la mémoire. Si au contraire on pouvoit expri- 
mer touslesnombre&possibles avec un petit nombre 
de caractères , la combinaison- des rapports seroit 
plus facile à exécuter et à retenir. 

A3 * 
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13. Dans tous les systèmes de numération , pra- 
tiqués depuis long-temps par tous les peuples com- 
merçans, les signés numériques ne vont que jusqu'à 
neuf. On a d'abord exprimé avec ces signes parti- 
culiers, les neuf premiers nombres. Voici la figure 
et le nom de ces neuf chiffres qu'on nomme ara- 
biques , parce qu'ils nous ont été transmis par les 
Arabes : , 

12 3 4 56789 
un , deux , trois , quatre , cinq , six , sept , huit , neuf. 

Une fois parvenu là , on a eu l'idée très-heureuse 
Se donner à ces caractères , outre leur valeur ab- 
solue , une valeur dépendante de leur position. 

1 4. Le caractère 1 qui représente l'unité , ex- 
prime , en l'avançant d'un rang vers la gauche, une 
unité du second ordre , ou une dixaine ; et pour lui 
donner ce rang , on a imaginé un caractère qui n'a 
pas de valeur, et qui ne sert qu'à fixer la position 
des autres caractères : ce caractère est o , qu'on 
nomme zéro. Ainsi 10 ou l'unité suivie d'un zéro , ex- 
primealorsla collection de dix unités, ou unedixaine. 

Le caractère 2 , suivi d'un zéro , exprime deux 
dixaines , ou deux unités du second ordre. Il en est 
de même pour les autres caractères ou chiffres. 

15. On peut aussi exprimer, delà même ma- 
nière , des unités du troisième ordre , ou des cen- 
taines 5 il a suffi de mettre deux zéros à la suite des 
caractères significatifs. Des dixaines de centaines , ou 
des milles ont été exprimées avec trois zéros placés 
à la droite des mêmes caractères , et ainsi de suite. 
De cette manière , on a pu exprimer tous les nom- 
bres ; car tout nombre , en général , est composé 
d'unités , de dixaines , de centaines, de milles, &c. 
et s'il manque dans le nombre qu'on veut écrire , 
quelques unités d'un ordre intermédiaire , on met 
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à leur place un zéro, pour conserver le rang et ia 
valeur des chiffres significatifs qui précèdent. Ainsi , 
pour exprimer trois cent quarante mille six cent 
cinq , on écrit 34o6o5. 

C'est ainsi que par cette idée ingénieuse de don- 
ner aux caractères deux valeurs, Tune dépendante 
de la forme des chiffres, et l'autre dépendante du 
rang qu'ils occupent , on est parvenu , avec dix carac- 
tères , dont le dixième sert uniquement à marquer 
le rang , à écrire tous les nombres possibles. 

16. Ces principes métaphysiques étant purement 
arbitraires , rien n'obligeoit de s'en tenir à dix ca- 
ractères : on auroit pu en employer plus ou raoms, 
et en augmentant ou en diminuant le nombre de9 
chiffres , on auroit aussi changé leur valeur dépen- 
dante du rang qu'ils occupent. 

17. C'est ainsi qu'en n'admettant que deux ca- 
ractères , o et 1 , on auroit formé l'arithmétique 
binaire employée autrefois par les Chinois , et re- 
nouvellée dans ces derniers temps par Léibnitz. Une 
unité du second ordre auroit valu deux unités du 
premier ordre , et auroit été représentée par 10. 
Pour exprimer trois , on auroit écrit 1 1 ; quatre eût 
été exprimé par 1 00, cinq par 1 o 1 , six par 110, &c. 

Cette arithmétique auroit eu , d'un côté , l'avan- 
tage d'être fondée sur la série des chiffres la plus 
courte et la plus simple 5 mais elle auroit eu l'in- 
convénient d'employer un grand nombre de chif- 
fres y pour exprimer de très-petits nombres. - - 

18. Si on eût voulu former une arithmétique 
duodécimale, il eût fallu ajouter deux caractères 
nouveaux pour exprimer dix et onze. Sous ce rap- 
port , cette arithmétique eût été moins simple que 
celle dont on se sert ordinairement ; mais elle auroit 
eu l'avantage d'exprimer la moitié, le tiers , le quart 
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et le sixième de l'unité principale, au moyen des 
subdivisions de ce système (a). Ces fractions sont 
si naturelles , que dans presque tous les pays où Ton 
trouve le calcul décimal établi , on emploie néan- 
moins pour les besoins communs et usuels, le cal- 
cul duodécimal, c'est-à-dire qu'on compte par 
douzaines et par douzaines de douzaines ou grosses. 
Si on vouloit employer l'arithmétique trinaire , ou 
de trois chiffres , on n'auroit besoin cjue de o , i , 2; 
les unités du second ordre contiendroient trois unités 
du premier ordre. Ainsi , pour représenter trois , 
on écriroit 10 ; pour représenter quatre , on auroit 
1 1 5 cinq seroit écrit 1 2 , huit seroit représenté par 
22 , et ainsi des autres. 

lQ t Dans l'arithmétique quaternaire on n'auroit 
besoin que de quatre chiffres o, 1 , 2 , 3 : les unités 
du second ordre contiendroient quatre unités du 
premier ordre. Ainsi quatre seroit représenté par 
1 o , cinq par 1 1 , sept par 1 5 , neuf par 2 1 , et ainsi 
des autres. 

20. On pourroit même diminuer de moitié le 
nombre des signes , en introduisant dans les diffé- 
rens systèmes des signes négatifs. 

Ainsi dans l'arithmétique ordinaire , on fera les 
mêmes calculs avec six chiffres > pourvu qu'on puisse 



(a) Cet avantage se réduit à très-peu de chose lorsqu'on 
l'examine de près : des savans très-distingués , au lieu d'ac- 
corder une préférence à l'arithmétique dont le nombre 1 2 
seroit la base , ont pensé qu'il y auroit au contraire del'avan- 
lage'à prendre pour base de l'arithmétique un nombre tel 
que 1 1 qui ai 'auroit aucun diviseur ; ils se fondent sur ce que 
les rapports ~ , &c. sont simples et faciles à saisir , 

tandis que les rapports qu'ont entr'elles les fractions ^> 
ne s'apperçoivent pas aisément. (Foyez le journal de VFa oie 
normale , JOf.bats). , 

• / 
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les prendre négativement. En effet , pour marquer 
qu'ils sont pris négativement , marquons- les d'un 
point placé au-dessus du chiffre. On exprimeroit de 

cette manière 9=10 — 1 par 11,8 seroit désigné 

par 12, 7 par i3, 6 par 14... 16 par 24, 17 par 

23, 18 par 22,19 par 21. • . Pour désigner Go , 

■ • • • 

on écriroit 140,61 = 141.. 66 = 1 34. &c. On 
pourroit donc compter ainsi jusqu'à 100 ; on comp- 
teroit de même depuis 100 jusqu'à 200. Pour mar- 
quer, par exemple, 108, on écriroit 2 42.. &c. 

L'idée de donner aux chiffres une valeur néga- 
tive n'est pas nouvelle 5 on sait que les Romains , 
pour écrire 10 4- 1 , écrivoient XI , et pour 10 — 1 , 
ils écrivoient IX , &c. 

21. Après avoir examiné les avantages et les in- 
convéniens que présentent tous les systèmes d'arith- 
métique quon peut former y en n'employant pas 
un trop grand nombre de caractères, il paroît que 
le système duodécimal auroit dû mériter la préfé- 
rence; mais le calcul décimal étant universellement 
adopté non-seulement de toute l'Europe, mais en- 
core de toute la terre, il y auroit de l'inconvénient à 
le changer , et l'on a mieux aimé chercher à perfec- 
tionner celui qui est généralement répandu , que 
d'en introduire un que les préjugés de l'éducation 
et une habitude contraire auroient porté à repousser. 

22. C'est cette perfection que la Convention na- 
tionale a eu en vue, lorsqu'elle a adopté le nouveau 
système des poids et mesures proposé autrefois par 
Mouton, astronome de Lyon (a) , et renouvelé de- 
puis par la ci-devant Académie des Sciences. 



(a) Mon ton a publié un opuscule intitulé : Nova mensura- 
rum geometricarum idta , dans leqncl il propose un système 
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Ce système consiste à adapter les divisions et 
subdivisions des mesures au système de numération 
généralement établi , en les faisant décroître en 
progression décimale. On peut consulter l'instruc- 
tion publiée sur cet objet par la Commission des 
poids et mesures. Nous traiterons aussi cet article 
avec tout le détail convenable. 

Au reste , l'expression d'un nombre étant donnée- 
dans un système de numération , il est aisé de trou- 
ver son expression dans un autre système. Nous ré- 
soudrons ailleurs le problême : revenons au système 
décimal. 

23. Nous avons vu de quelle manière on pouvoit 
écrire un nombre quelconque dans le système ordi- 
naire de numération 5 il nous reste à voir comment 
on peut énoncer un nombre écrit. On a d'abord dé- 
signé par un mot particulier , chacun des dix ca- 
ractères dont nous avons parlé : ensuite de dix unités 
on a formé une dixaine. 

Pour compter au-delà , il eût été plus simple de 
dire dix un , dix deux, dix trois , au lieu de onze , 
douze, treize, &c. 5 mais on n'a commencé à comp- 
ter ainsi qu'à dix-sept. 



métrique décimal fondé sur la grandeur de la terre. La plu» 
grande mesure de sa nomenclature, nommée million , est 
égale à une minute sexagésimale dn méridien. Les autres 
vont en diminuant dans la raison sous-décuple; et pour don- 
ner le moyen de retrouver à volonté deux des mesures com- 
prises dans cette, nomenclature , qu'il appelle rirga et vir- 
gula, il détermine le nombre des vibrations faites pendant 
un temps donné par des pendules simples de même longueur. 
L'évaluation absolue de son milliare est fondée sur la mesure 
erronée du méridien donnée par RicciolL Mouton n'en con- 
noissoit pas d'autre ; mais cette erreur de fait ne lui ôte rien 
de la gloire d'avoir le premier conçu l'idée d'un système de 
mesures semblable à celui que la France , sa patrie , a adopté 
environ cent vingt ans après. (Journal Polytechnique*) 
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Deux unités du second ordre , ou deux dixaines, 
ont formé le nombre vingt ; trois dixaines ont été 
appelées trente; quatre dixaines , quarante , et 
ainsi jusqu'à soixante. Au-delà , on dit soixante- 
dix, quatre-vingt , quatre-vingt-dix > ou , ce qui 
est plus simple , septante , octante , nonante. 

Dix dixaines ont été nommées cent > et dix cen- 
taines ont été nommées mille. 

Au-delà , on n'a employé de nouveaux mots que 
de mille en mille , mille fois mille ont été nommées 
million; mille millions ont été nommés billions ou 
milliard , et ainsi de suite 5 de sorte que quand un 
nombre est écrit , pour le dénommer il faut le par- 
tager en tranches de trois chiffres chacune , en allant 
de droite à gauche. Les chiffres compris dans la pre- 
mière tranche , n'expriment que des unités , des 
dixaines , des centaines simples , sans aucune Autre 
dénomination. Dan* la seconde classe , ce sont des 
unîtes, des dixaines , des centaines de mille 5 la troi- 
sième exprime des millions , la quatrième des bil- 
lions , ensuite des trillions , des quatrillions , &c. 

Il est à remarquer ici que les chiffres qui vont 
en augmentant de la droite vers la gauche , s'énon- 
cent en allant de la gauche vers la droite. En voyant 
les chiffres 538, on ne dit pas huit , trente y et cinq 
cents , mais cinq cent trente - huit. Si Ton avoit à 
énoncer 473, 5o3,/f6a, on sépareroit les tranches 
par des virgules , et Ton prononceroit quatre cent 
septante- trois millions cinq cent trois mille quatre 
cent soixante-deux unités. 

Des opérations de V Arithmétique. 

24. Toutes les opérations qu'on peut faire sur la 
grandeur ne peuvent tendre qu'à l'augmenter ou à 
la diminuer. Il ne doit donc y avoir dans l'arithmé- 
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tique que deux sortes de règles différentes, une 
qui se rapporte aux différentes manières d'augmen- 
ter , l'autre qui a rapport aux différentes manières 
de diminuer. La première comprend l'addition et 
la multiplication ; la seconde , la soustraction et la 
division. 

De reddition. 

25. L'addition est une opération de l'arithméti- 
que, par laquelle on ajoute ensemble plusieurs quan- 
tités de même nature , pour avoir un résultat qu'on 
appelle somme. 

Il est évident , \ °. que les quantités ajoutées doivent 
être homogènes ou de même nature ; car des quan- 
tités hétérogènes ou de nature différente $ ne peu- 
vent pas être comparées à une même unité , et par 
conséquent ne peuvent pas faire un même tout. 
2°. Que pour faire l'addition des nombres composés 
d'un seul chiffre , on n'a besoin d'aucune règle 
particulière $ les premiers principes de la numéra- 
tion suffisent, et cette première connoissance est la 
base de l'addition pour toutes sortes de nombres. 

Je suppose donc qu'il soit question d'ajouter en- 
semble plusieurs nombres exprimés chacun par tant 
de chiffres qu'on voudra , on les écrira les uns au- 
dessous des autres , en plaçant dans une même co- • 
lonne verticale les unités du même ordre. On fera 
l'addition des nombres de la colonne des unités ; on 
ne placera sous la colonne des unités que le chiffre 
qui marque les unités simples , ou zéro , lorsqu'il 
n'y a pas d'unités simples dans la somme de la co- 
lonne ; on retiendra les dixaines, pour les ajouter 
à la colonne suivante. Lorsqu'on aura opéré de la 
même manière sur toutes les colonnes , et qu'on 
aura écrit toutes les additions particulières , on auia 

» ê 
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dans une même ligne horizontale la somme qu'on 
s'étoit proposé de trouver. 

Exemple. On propose d'ajouter ensem- 
ble les quatre sommes suivantes. J'écris ces 4563 
nombres comme on voit ici : j'ajoute en- 79^7 
semble les unités dont la somme est 175 *°7 
J'écris 7 sous la colonne des unités , et je 43oo 
retiens une dixaine, pour l'ajouter avec la 1 7Joj 
colonne des dixaines. Je prends la somme 
des dixaines qui est 1 9 : si on y ajoute la dixaine rete- 
nue sur la somme des unités , on aura 20 5 j'écris o , 
et je retiens les vingt dixaines ou deux centaines , 
qui font deux unités de la colonne suivante. La 
somme de cette colonne , avec les deux retenus sur 
la colonne des dixaines, est 27. J'écris 7 sous la 
colonne des centaines , et je retiens deux mille , 
pour les porter sur la colonne suivante. La somme 
de cette colonne , avec les deux de retenus, est 17 ; 
j'écris 17 , parce qu'il ne reste plus d'autre colonne 
à additionner, et l'opération est finie. 

26. Ne pouvant pas saisir par une seule opéra- 
tion de l'esprit le résultat de ces quatre quantités 
ajoutées ensemble , on a cherché séparément la 
somme de chaque addition partielle dont est for- 
mée l'addition totale , et c'est en cela que consiste 
tout l'artifice de cette règle. Ajoutons encore quel- 
ques exemples : 



3568 


9 7 35 


83954 


ao56 


43o 


27689 


5709 


79 


368 9 5 


683a 


406 


45767 


18145 


5732 


194306 




^6382 
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De la Soustraction. 

27. La soustraction est une opération par la- 
quelle on retranche une quantité d'une autre de 
même nature , pour déterminer de combien Tune 
surpasse l'autre. 

Il est évident, i°. que les deux quantités doivent 
être de même nature , car sans cela la plus petite ne 
seroit pas contenue dans la plus grande 5 donc elle ne 
pourroit pas en être retranchée 5 2 0 . que pour trou- 
ver la différence de deux nombres exprimés par un 
seul chiffre , on n'a besoin d'aucune règle particu- 
lière. Les principes de la numération suffisent, et ces 
connoissances préliminaires sont indispensables pour 
faire la soustraction des grands nombres. 

Je suppose donc qu'il soit question de soustraire 
un nombre d'un autre plus grand que lui : on écrira 
le plus petit au-dessous du plus grand , de manière 
que les chiffres de même nature soient dans une 
même colonne : on commence la soustraction par 
la droite , en retranchant le chiffre inférieur de la 
première colonne verticale du correspondant supé- 
rieur. Quand cette soustraction ne peut pas se faire , 
on ajoufe dix au chiffre supérieur ; mais quand on 
passe à la colonne suivante , on diminue d'une unité 
Je chiffre du nombre supérieur , ou l'on augmente 
d'une unité le chiffre du nombre inférieur, ce qui 
donne deux méthodes pour parvenir au même but : 
on continue ainsi , en passant d'une colonne à l'autre. 

Exemple. Soient les deux nombres ci- 
joints dont on demande la différence. Après 35a 1 6 
avoir écrit le plus petit sous le plus grand , 27897 
je retranche 7 de 6 5 cela ne se peut : j'a- .7319 
joute dix au 6 , et je retranche de 16, 7 ; 
il reste 9. Je passe à la colonne suivante, et je dis: 
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de 1 en retrancher 10, cela ne se peut; j'ajoute 
10 à 1 , et je retranche io de 1 1 , il reste î. Je con- 
tinue en disant , de i a en retrancher 9 , il reste 3 ; 
de i5 en retrancher 8 , il reste 7 5 de 5 en retran- 
cher 3, il reste zéro. La différence totale est donc 
7319. On voit ici, comme dans l'addition , que tout 
l'artifice de cette règle consiste à obtenir , par des 
soustractions partielles , la différence totale qu'on 
pourroit trouver par une seule opération de l'esprit. 

Il est visible , qu'au lieu d'augmenter le chiffre 
inférieur d'une unité, on peut le laisser tel qu'il est, 
et diminuer le chiffre supérieur de l'unité qu'on y a 
empruntée, pour la porter sur le chiffre précédent . 

28. Si le chiffre sur lequel on doit emprunter est 
zéro , on empruntera sur le premier chiffre signifi- 
catif qu'on trouvera à gauche, et tous les zéros in- 
termédiaires se trouveront convertis en 9 , cohime 
nous allons l'expliquer dans l'exemple suivant: 

Exemple. Soustraire «24567 de 3oooo ; 
les deux membres étant écrits comme on le 
voit ici, je ne puis pas retrancher 7 de o 5 3oooô° 
c'est pourquoi j'emprunte 1 sur le 3 : cette 3/55- 
unité transportée sur le premier zéro à — - 
droite, vaut 105 mais si j'en emprunte 1 -5433 
pour le porter sur le second zéro, il ne res- 
tera plus que 9 sur le premier , et il y aura dix sur 
le second. En empruntant 1 sur le 10 , pour le por- 
ter sur le zéro suivant , il ne restera plus que g sur 
le zéro, et on aura 10 sur le troisième. En faisant 
. toujours le même raisonnement , on verra que l'unité 
empruntée sur le premier chiffre significatif se trou- 
vera décomposée de manière à laisser 9 sur chaque 
zéro intermédiaire, et à porter 10 sur le dernier à 
droite. 

29, H est quelquefois plus commode de convertir 
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la soustraction en une simple addition , ce qui se 
fait en prenant le complément du nombre inférieur, 
l'ajoutant avec le nombre supérieur, et diminuant 
d'une unité le dernier chiffre à gauche de la somme. 
Le complément d'un nombre est ce qui lui man- 
que pour égaler 10, ou 100, ou 1000, &c. sui- 
vant que le nombre a 1 ou 2 , ou 3 chiffres. Or pour 
prendre le complément total , il suffit de prendre 
le complément du premier chiffre qui doit être 
soustrait à 10 , et celui des chiffres suivans à 9. Sup- 
posons, par exemple, que Ton ait 6459 à retran- 
cher de 6^27 5 au lieu de dire 9 de 7 , cela ne se 
peut, j'emprunte une unité sur le 9 , et je dis, 9 de 
17 reste 8 ; ensuite, 5 de 1 1 reste 6 ; 4 de 12 reste 
8 5 3 de 5 reste 2 , ce qui donne ta reste total 2868; 
je dirai 1 , complément de 9 , et 7 font 8 5 j'écris 8 : 
ensuite 4 , complément de 5 , et 2 font 6 ; je pose 6 : 
5, complément de 4 , et 3 font 8; je pose 8:6, com- 
plément de 3 , et 6 font 1 2 , je ne pose que 2 , et j'ai 
2868 comme par la méthode ordinaire. 

La raison de cette opération n'est pas difficile à 
saisir ; car il est visible que l'opération précédente 
consiste à ajouter 654 1 > complément de 34 69 , et 
à retrancher 10000. Or 10000 = 3469 -f- 654* , 
donc c'est tout comme si de la somme première 
6327 on ne retranchoit que 6459. 

Preuves de V addition et de la soustraction. 

3o. La preuve d'une règle, en général, est une 
opération que Ton fait , pour savoir si dans le cours 
du calcul il ne s'est pas glissé quelcjue erreur. 

On s'assure qne l'addition a été bien ou mal faite 
par la soustraction. En effet , la somme totale doit 
être égale à la collection des sommes partielles; 
donc si de la somme totale je retranche la collection 
des sommes partielles , il doit rester zéro. 

Pour 
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Pour faire cette soustraction, on ira de gauche 
à droite, en commençant par additionner la pre- 
mière colonne; on retranchera successivement cha- 
que colonne de la somme correspondante, on écrira 
au-dessous chaque reste , s'il y en a , pour le con- 
vertir en unités de la colonne suivante. Si le der- 
nier reste est zéro , ce sera la preuve que l'addition 
a été bien faite : ainsi dans l'exemple cité ( 20) , on 
dira 4 et 7 font 1 1 , et 4 font i5 ; de 17 je retranche 
i5, il reste 2 ; la somme de la colonne suivante 
est 2 5 , qui retranchés de 27 , laissent encore 2 : la 
somme de la colonne suivante est 19 , retranchés 
de 20 , il reste 1. La somme de la colonne suivante 
est 17, qui retranchés de 17 laissent zéro ; d'où je 
conclus que l'addition est juste. 

Quant à la preuve de la soustraction 9 elle se fait 
par l'addition. En efFet , quand on a retranché une 
quantité d'une autre pour avoir la différence , il est 
évident que la plus petite quantité augmentée de la 
différence , doit égaler la plus grande. Donc en 
ajoutant le nombre soustrait avec le reste , si la 
somme égale le nombre supérieur , la soustraction 
est bonne , sinon elle est défectueuse. Ainsi, dans 
l'exemple cité (28) , on a trouvé que 7 et 3 font 10, 
je pose zéro et je retiens 1. Toutes les autres co- 
lonnes , augmentées de ce que l'on aura retenu , 
donneront 10, et la dernière donnera 3 : donc la 
soustraction est juste. 

De la Multiplication. 

3l. La multiplication est une opération par la- 
quelle on prend un nombre qu'on appelle multi- 
plicande , autant de fois que l'unité est contenue 
dans un autre nombre qu'on nomme multiplicateur y 
pour avoir un résultat qu'on appelle produit. 



l8 LEÇONS ÉLÉMENTAIRES 

Ii suit de cette définition , que le produit contient 
le multiplicande autant de fois que le multiplica- 
teur contient l'unité , ou , ce qui est la même chose , 
il y a le même rapport entre le produit et le multi- 
plicande , qu'entre le multiplicateur et l'unité. 

Comme on ne peut comparer ensemble que dea 
quantités homogènes , il s'ensuit que le produit est 
toujours de la nature du multiplicande , et le mul- 
tiplicateur , de même nature que le terme qui sert 
d'unité de comparaison } ou plutôt le véritable mul- 
tiplicateur est le rapport du multiplicateur donné 
comparé à l'unité. Il est donc un nombre abstrait. 

Dans toute multiplication , le produit est donc de 
la nature du multiplicande , et le multiplicateur est 
toujours un nombre abstrait (a). 

Le multiplicande et le multiplicateur sont aussi 
nommés les facteurs de la multiplication. 

32. La multiplication n'est véritablement qu'une 
manière abrégée de faire l'addition ; car, par 
exemple y pour multiplier 2 5 par 5 , il faut 
prendre s5 cinq fois, ou ajouter 25 à lui- a5 
même cinq fois, comme dans l'exemple ci- s5 
joint. Mais on conçoit qu'une pareille manière s5 
de faire la multiplication seroit impraticable , ?5 
si le multiplicateur étoit considérable 5 il a donc 12 $ 
fallu chercher à l'abréger. 

**" Nous distinguerons trois cas : ou les deux facteurs 
de la multiplication sont exprimés chacun par un 
seul chifFre , ou l'un d'eux étant toujours exprimé 
par un .seul chifFre , l'autre en contient plusieurs ; 

■ 

^ ____________ ______ 

(a) Rigoureusement parlant , le multiplicande est aussi un 
nombre abstrait ; car il est toujours l'expression du rapport 
d'une grandeur comparée à son unité de mesure (10). Le 
produit sera donc toujours un nombre abstrait. • 



Digitized by Google 



DE MATHÉMATIQUES. 19 

ou enfin ils sont exprimés Pun et l'autre par plusieurs 

chiffres. 

33. Premier cas. Si le multiplicateur est un nom- 
bre simple , et le multiplicande un autre nombre 
simple , on ne peut pas prescrire de règles à suivre. 
Pourfairela multiplication, iLfaut savoir de mémoire 
la table de Pythagore , qui apprend à trouver sur- 
le-champ le produit d'un chiffre par un autre. 

TABLE DE PYTHAGORE. 



j I 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


! 2 


4 


6 | 8 


10 


12 




16 


18 


3 


6 


9 


12 


M 


18 


21 


24 


27 


4 


8 


12 


16 


20 


24 


28 


32 


36 j 


i 5 


10 


M 


20 


M 


30 


35 


.40 


45 


! 6 


1 2 


18 


24 


30 


36 


4* 


48 


54 


7 


14 


21 


28 


35 


42 


49 


56 


63 


8 


16 


34 1 32. 


40 


48' 


56 


64 | 72 


9 


18 j 2 7 | 36 


45 


54 63 


72. 1 81 1 



Cette table , comme on voit , est composée de 
neuf bandes horizontales , et chaque bande a neuf 
cases , déterminées par des lignes verticales , qui 
coupent les horizontales. Les cases de la première 
bande contiennent la suite des nombres naturels 
1,2,3, 4 , 5,6,7,8,9: pareillement les cases 
de la première colonne verticale contiennent la suite 
des mêmes nombres. Si l'on prend un nombre dans 
la première bande horizontale , et un autre nombre 
dans la première colonne verticale , et qu'on mul- 
tiplie ces deux nombres entre eux , le produit se 
trouvera dans la case commune à la bande horizon- 

B a 
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taie et à la colonne verticale. Veut-on , par exem- 

■ ■ ■• c% 111 I. • I* 



pie , multiplier 7 par 8, on cherchera le multipli- 
cande 7 dans la bande horizontale, et le multipli- 
cateur 8 dans la colonne verticale, et le produit 56 
se trouveradans la case commune. Ceseroitla même 
chose , si on avoit pris le 7 dans la colonne verti- 
cale , et le 8 dans la bande horizontale (a). 

34. Secondcas. Lorsque le multiplicande est un 
nombre composé et le multiplicateur un nombre 
simple , on écrit le multiplicateur sous le multipli- 
cande , on tire une ligne horizontale , et l'on multi- 



(a) Lorsque les deux facteurs ne passent pas 5 , on est bien- 
tôt familiarisé avec leurs produits ; il n'y a que les facteurs 
au-dessus de 5 qui donnent quelque peine aux commençans. 
Au défaut de la table de Pythagore , ils peuvent se servir de' 
la règle suivante , plus curieuse qu'utile, mais dont le pro- 
cédé est conforme aux principes de l'arithmétique. 

Tenant d'abord les dix doigts des deux mains ouverts , on 
abaissera dans une maiu autant de doigts qu'il y a d'unités 
de différence entre 10 et le multiplicande; on abaissera dans 
l'autre main autant de doigts qu'il y a d'unités de différence 
entre 10 et le multiplicateur ; la somme des doigts qui res- 
teront ouverts , marquera les dixaines du produit ; le nom- 
bre des doigts baissés dans une main , multipliés parle nom- 
bre des doigts baissés dans l'autre , donneront les unités du 
produit. 

Par exemple, pour multiplier 8 par 7 , abaissez deux doigts 
dans une main et trois dans l'autre , les cinq doigts levés 
marqueront cinq dixaines ou 5o , et deux doigts baissés dans 
une maiu , multipliés par les trois baissés dans l'autre /don- 
neront 6 , donc 8 X 7 = 56. 

La raison de ce procédé est que 8=10 —2 , et 7—10 — 3. 
La multiplication sera 10X10— 2 X 10 — 3X 10 {-2X3, 
ou 10 X (10 — 3 — 2) -f 2 X 3, ou .10X5 -f 2 X 3; c'est- 
à dire que le produit sera 10 répété autant de fois qu'il y a 
de doigts levés, plus la multiplication du nombre des doigts 
baissés dans une main , par le nombre des doigts baissés dan» 
l'autre. 
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plie successivement chaque chiffre du multiplicande 
par celui du multiplicateur, en observant , à cha- 
que multiplication partielle , de retenir les dixaines , 
pour les porter sur la colonne suivante. 

Exemple. Soit proposé de multiplier le nombre 
3748 par 9. Ayant disposé r 

le multiplicande et le muî- y Multiplicande. 3748 
tiplicateur comme on le ^Multiplicateur 9 

voit ici , je commence par j . > 

multiplier les unités du /Produit 33 7 3 2 

multiplicande par 9 , en 

disant 9 fois 8 font 72 ; je pose 2 et je retiens 7 : je 
multiplie les dixaines du multiplicande par 9 , en 
disant 9 fois 4 font 36, et 7 de retenus font 43 5 je 
pose 3 et je retiens 4 : ]e multiplie les centaines du 
multiplicande , en disant 9 fois 7 font 63 , et 4 de 
retenus font 67 ; je pose 7 et je retiens 6. Enfin les 
mille du multiplicande multipliés par 9 , donnent 
27 et 6 de retenus font 33 que j'écris : l'opération 
est achevée , et le produit total est 33732. 

On peut remarquer que pour faire la multipli- 
cation relative au second cas , on multiplie séparé-* 
ment chaque chiffre du multiplicande par celui du 
multiplicateur. Donc quand on saura faire les multi- 
plications d'un seul chiffre par un autre chiffre > on 
saura faire la multiplication de plusieurs chiffres par 
un seul. 

35. Troisième cas. Si le multiplicande et le mul- 
tiplicateur sont tous les deux des nombres compo- 
sés , on écrit le multiplicateur sous le multiplicande , 
on tire une ligne horizontale , on multiplie ensuite 
tout le multiplicande par chaque chiffre du multipli- 
cateur , ce qui donne autant de produits partiels 
que le multiplicateur contient de chiffres j on ajoute 
ensemble tous ces produits 3 et leur somme forme le 
produit total. En écrivant les produits partiels , on 

B 3 
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observera de quelle nature est le premier chiffre de 
chaque produit , pour mettre dans une même co- 
lonne verticale tous les chiffres de même nature. 
C'est pour cette raison qu'on recule d'un rang vers la 
gauche le premier chiffre du produit des dixaines $ 
de deux rangs le premier chiffre du produit des cen- 
taines, &c. 

Exemple. Soit proposé de multiplier par 
657. Les nombres étant 

disposés comme on le f Multiplicande. 3452 
voit ici , on fera chaque ^Multiplicateur 657 
produit partiel comme J s4i64 
dans le second cas (34) j \ 17260 
on les écrira dans l'or- J 20712 

dre qu'on voit ici et / produ j t 32 6 79 6 4 

on trouvera le produit V 

par l'addition des trois produits partiels. 

On auroit pu commencer la multiplication parles 
centaines du multiplicateur, passer de-là a 
aux dixaines , et finir par les unités ; on 2 ^ § 0 
auroit eu les mêmes produits partiels , . 2 Ai6A. 

mais écrits dans un ordre inverse , et tels Z — 1 

qu'on les voit ici. 2267904 

36. Si le multiplicateur contenoit des zéros in- 
termédiaires , on supprimeroit les produits partiels 
qui ne contiendroient que des zéros , et l'on obser- 
veroit de placer le produit du chiffre significatif après 
les zéros au rang qui lui convient. 
/ Exemple. Soit proposé de muîti- 60766 
plier 5oj56 par 20006 , on écrira les 20006 
produits partiels comme on le voit 253780 
dans cet exemple : ioi5i2. . . . 

Produit... 1015373780 
5j. Lorsqu'il s'agit de multiplier un nombre par 
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10 , il suffit d'ajouter un zéro au multiplicande. En 
effet , multiplier un nombre par 10 , c'est le rendre 
dix fois plus grand ; mais un zéro ajouté au multi- 
plicande le rend dix fois plus grand; donc &c. 

Pareillement pour , multiplier un nombre par îoo, 
par 1000, il faudra ajouter deux , trois zéros à côté 
du multiplicande. Ainsi, si Ton avoit 48 à multiplier 
par 10, par 100, par 1000, les trois produits se- 
roient 480 , 48oo , 4^ 000 - Si l'on avoit à multiplier 
par 20 , par 3o , par 4o , on commenceroit par mul- 
tiplier le multiplicande par 2 , par 3, par 4 > et on 
ajouteroit ensuite un zéro. 

C'est par une suite des mêmes principes , que si 
on a à multiplier deux facteurs qui soient terminés 
par des zéros , on se contente de multiplier ensem- 
ble les chiffres significatifs à leur gauche, et on met 
au produit autant de zéros qu'il y en avoit à la suite» 
des deux facteurs. 

Exemple. Multiplier 64000 par 3400. . 
Je multiplie 64 par 34 : le produit est 2 176; j'y 
ajoute cinq zéros , ce qui donne 217600000 pour lo 
véritable produit. 

38. On voit par tout ce que nous venons de dire 
sur la multiplication , que le troisième cas dépend 
du second , comme le second dépend du premier, 
et que par conséquent , pour être en état de faire 
une multiplication quelconque, il suffit de savoir la 
table de Pythaçore ; car tout l'art de la multiplica- 
tion, comme de l'addition et de la soustraction , 
consiste à chercher, par plusieurs opérations par- 
tielles, un résultat qu'on ne pourroit pas obtenir pao 
une seule opération de l'esprit. î 

De là Division. 

j* 3g. La division est une opération de l'arithmé- 
tique, par laquelle on cherche combien de fois uue 
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quantité donnée est contenue dans une autre de 
même nature, ou par laquelle on partage une quan- 
tité donnée en un nombre connu de parties égales. 

Il suit de cette définition , que la division doit 
être considérée sous deux rapports difFérens. Sou» 
l'un et l'autre rapport , on y considère trois nom- 
bres : i°. celui que Ton donne à diviser , et qu'on 
nomme dividende; 2°. celui par lequel le dividende 
doit être divisé , qu'on nomme diviseur ; 3°. celui 
qui résulte de la division du dividende par le divi- 
seur , et qu'on nomme quotient. 

Dans la division , envisagée sous le premier rap- 
port , le dividende et le diviseur expriment des quan- 
tités de même nature, et le quotient est un nombre 
abstrait , qui exprime combien de fois le dividende 
contient le diviseur. On peut donc dire , dans ce cas , 

Ïl'il y a le même rapport entre le dividende et le 
viseur qu'entre le quotient et l'unité. 
Par exemple , si je divise 5*4 h v - P ar 8 liv. , le 
quotient est 3 , et il y a le même rapport entre le 
dividende ?4 liv. et le diviseur 8 liv. qu'entre le quo- 
tient abstrait 3 et l'unité abstraite. On peut donc , 
sans changer le quotient , multiplier ou diviser le 
dividende et le diviseur par le même nombre. 

Dans la division considérée sous le second rap- 
port , le dividende exprime des quantités de même 
nature que le quotient , et le diviseur doit marquer 
des unités abstraites. Dans ce cas , il y a le même 
rapport entre le dividende et le quotient qu'entre 
lediviseur et l'unité abstraite. Par exemple, s'il s'agit 
de partager 24 liv. en trois parties égales , le quo- 
tient est 8 liv. ; et il y a le même rapport entre le 
dividende 24 liv. et le quotient 8 liv. qu'entre le 
diviseur abstrait 3 et l'unité abstraite (a). 



(a) A ne considérer les nombres que comme l'expression 
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Sous quelque point de vue qu'on considère la 
division, le diviseur multiplié par le quotient, sera 
toujours égal au dividende , et marquera des quan- 
tités de même nature que le dividende , et la ma- 
nière d'opérer sera toujours comme s'il n'étoit ques- 
tion que de savoir combien de fois le dividende 
contient le diviseur ; on donnera ensuite aux unités 
du quotient la dénomination qui leur conviendra, 
suivant l'état de la question. 

40. Toute division pourroit s'exécuter par le 
moyen de la soustraction , comme la multiplication 
par le moyen de l'addition. Qu'il s'agisse de diviser 
3o par 10 , ou de trouver combien de fois 3o con- 
tient 10 , il est évident que le dividende contient le 
diviseur autant de fois qu'on peut l'en retrancher: 
je fais donc la soustraction ; de 3o j'en retranche 10, 
il reste 20 ; de 20 je retranche 10 , il reste 105 de 
10 je retranche 10 , il reste o ; donc 3o contient 10 
trois fois. Mais on conçoit qu'une pareille opération 
seroit impraticable, si le dividende étoit considéra- 
ble ; il a donc fallu suivre une autre méthode. 

Nous distinguerons deux cas , le premier , lors- 
que le dividende est composé de plusieurs chiffres, 
et que le diviseur n'en contient qu'un; le second, 
lorsque le dividende et le diviseur sont composés de 
plusieurs chiffres. 

41. Premier cas* Faire la division lorsque le 
dividende est composé de plusieurs chiffres , et que 
le diviseur n'en contient qu'un. 

Ayant d'abord écrit le dividende, on mettra le 
diviseur à côté , en le séparant par une accollade. On 



des rapports, selon la définition de Newton, on peut dire 
que le dividende, le diviseur et le quotient sont toujours des 
nombres abstraits, et sous ce point de vue , la division ne 
présente qu'un seul cas à considérer. 
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tirera une ligne sous le diviseur , et on écrira sous 
cette ligne les chiffres du quotient à mesure qu'on? 
les trouvera. Or pour trouver ces chiffres , il faut 
diviser successivement toutes les parties du divi- 
dende par le diviseur , en commençant par les uni- 
tés de la plus haute espèce 5 c'est-à-dire , en allant 
de gauche à droite , jusqu'à ce que le dividende soit 
épuisé. Chaque division partielle fournit un chiffre 
au quotient, et le résultat de tous ces quotiens 
particuliers , écrits chacun à leur place , forme le 
quotient total de la division. 

Exemple. On propose de diviser 6769 par 3. 

J'arrange les termes ainsi qu'on le voit dans l'opé- 
ration. Mettant ensuite un point sur le premier 
chiffre du- dividende , afin de déterminer le premier 
membre de division , 

je dirai en 6 combien • • • • f » diviseur 

de fois 3? il y est 2 fois 5 Dividende 6759 
j'écris 2 au quotient , (j 
et pour savoir si effec- — 
tivement 6 contient 3 °Z 

deux fois, je multiplie 

le quotient trouvé 2 i5 
par le diviseur 3 ; le i5 
produit est 6, que j'é- N 0 g 
cris sous le 6 du divi- g 
dende pour en faire la ~~ 
soustraction : il ne res- 
te rien; ce qui fait voir que 3 est contenu deux fois- 
exactement dans 6. Ensuite posant un point sur le 
chiffre 7 du dividende > je l'abaisse au-dessous de la 
ligne , où il forme le second membre de division. Je 
dis donc , en 7 combien de fois 3 ? il y est deux fois ; 
j'écris encore 2 au quotient , et multipliant 2 par 3, 
j'ai pour produit 6 que j'écris sous le 7 , pour en 
faire la soustraction : il restera 1 , à côté duquel 



22ÔÔ quot. 
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j'abaisse le 5 du dividende en le marquant d'un point , 
pour indiquer le chiffre du dividende sur lequel on 
opère. Le troisième membre de division sera 16 : 
je dis donc, en i5 combien de fois 3 ? il y est 5 
fois : j'écris 5 au quotient , et multipliant 5 par 5 , 
j'aurai i5 que je soustrairai de i5 5 il restera o , à 
côté duquel je descends 9 , ayant toujours soin de 
mettre un point sur le chiffre abaissé , le dernier 
membre de la division sera o : je divise g par 5 j le 
quotient est 3, que j'écris à côté du 5 : je multiplie 3 
par 3; le produit est 9 , que j'écris sous le 9: sous- 
traction faite, il ne reste rien ; donc le véritable 
quotient est 2253 : c'est-à- dire que 6769 contient 3 , 
22,53 fois. Ce que l'on peut prouver , en multipliant 
le quotient par le diviseur, car le produit doit don- 
ner le dividende. 

42. Remarque première. En commençant la 
division , nous avons dit, en 6 combien de fois 3? 
il y est deux fois , tandis qu'il auroit fallu dire na- 
turellement , en 6 mille combien de fois 3 ? il y est 
deux mille fois 5 mais il est aisé de concevoir que 
l'expression abrégée dont on se sert fait toujours 
trouver le véritable quotient , puisque le 2 se trou- 
vera au rang des mille , lorsqu'on aura mis devant 
lui les quotiens provenant des autres membres de 
division : il en seroit de même des autres chiffres du 
quotient. 

43. Remarque 2 e . On remarquera sans doute 
que la division se fait en allant de gauche à droite , 
tandis que dans les autres règles on va de droite à 
gauche. La raison de cette pratique est que les opé- 
rations de l'arithmétique doivent être ordonnées de 
manière que la suite de ces opérations n'influe point 
sur les chiffres déjà écrits 5 c'est ce gui a lieu de la 
manière dont on fait ces opérations. Si, au contraire, 
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on opéroit dans un ordre inverse, il faudroit retou- 
cher sans cesse les chiffres déjà écrits. Par exemple, 
si Ton commençoit la soustraction par la gauche, 
on retrancheroit le chiffre le plus à gauche dans la 
somme inférieure, de son correspondant dans la 
somme supérieure 5 on écriroit au-dessous la diffé- 
rence, on passeroit à la colonne suivante : mais si le 
chiffre inférieur se trouvoit plus fort que son corres- 
pondant supérieur, ce qui arrive souvent, onseroit 
forcé de revenir sur ses pas , pour emprunter une 
unité sur le premier chiffre à gauche; et il faudroit 
diminuer d'une unité le chiffre écrit à la différence. 

Le même inconvénient auroit lieu dans la division , 
si on la pratiquoit dans un ordre inverse de celui qui 
est adopté. En effet , si on avoit 537 à diviser par 5 , 
et qu'on voulût commencer par les unités , on diroit 
en 7 combien de fois 3 ? il y est 2 fois , et 1 de reste. 
On se trouveroit embarrassé de cet 1 , parce qu'on 
ne pourroit pas le convertir en unités de la colonne 
suivante; tandis qu'en commençant parla gauche, 
quand on a un reste dans un membre de division , il 
se convertit naturellement en unités de la colonne 
suivante , en y mettant à côté le chiffre de cette 
même colonne. . . Par exemple, en divisant 5 par 3 , 
dans l'exemple déjà cité, le quotient est 1 , avec un 
reste 2 qui vaut 20, par rapport au 3 suivant, ce 
que l'on obtient en mettant 3 à côté du 2 , ce qui 
donne 23 pour second membre de division. La mar- 
che qu'on suit dans les quatre règles est donc la 
plus simple possible pour obtenir les résultats qu'on 
cherche. 

44. Second cas. Faire la division lorsque le di- 
vidende et le diviseur contiennent plusieurs chiffres. 

Tout l'art de la division , en pareil cas, consiste à 
partager le dividende total en plusieurs dividendes 
partiels, assez grands pour contenir le diviseur; ils 
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seront par conséquent composés d'un égal nombre 
de chiffres que le diviseur, ou ils en contiendront 
un de plus. Chaque membre de division donnera un 
chiffre au quotient, en suivant les règles prescrites 
pour le premier cas. 

Exemple. Diviser 32o35 par 46g. 

On disposera les termes com- Ç ,n 

me dans le premier exemple : 52o55 j 

les trois premiers chiffres du 2 8i4 \ 

dividende ne contenant pas le — / 68H — — 
diviseur, on en prendra quatre, ^°9^ v 46g 
et Ton aura 32o3 pour former EZrî 
le premier membre de divi- iq3 
sion. On cherchera combien 

de fois 32o3 contient 4°*9 5 mais comme il n'est 
pas facile de saisir tout d'un coup le rapport des 
nombres, dès qu'ils sont un peu grands, au lieu 
de dire en 32o3 combien de fois 469 , je compare- 
rai seulement les centaines du dividende avec celles 
du diviseur , en négligeant pour un moment les 
dixaines et les unités. Je dirai donc , en 32 centaines 
combien de fois 4 centaines ? il y est justement 8 
fois ; mais on ne peut pas écrire 8 au quotient , parco 
que 469 multiplié par 8 donneroit un produit plus 
grand que le dividende 32o3. Le diviseur 469 n'est 
donc pas contenu 8 fois dans le premier membre de 
division ; il n'y est pas même contenu 7 fois , parce que 
469 , multiplié par 7 , donneroit encore un produit 
plus grand que 32o3. La raison pour laquelle on 
trouve des quotienstrop grands, provient de ce que 
dans la comparaison du dividende au diviseur on 
néglige les dixaines et les unités, dont pourtant il 
faut tenir compte dans la multiplication du quo- 
tient par le diviseur; mais si cette opération donne 
quelquefois trop au quotient , au moins il est sûr 
qu'elle ne donnera jamais trop peu , et c'est pour 
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cela qu'on se contente de diviser le premier chiffre 
du dividende par le premier du diviseur. 

On mettra donc le 6 au quotient , et ce 6 marquera 
six dixaines, par le rang qu'il occupera. Le quotient 
multiplié par le diviseur, donne 2814 qu'on écrit 
sous le dividende : soustraction faite , il reste 389 di- 
xaines, à côté desquelles on descendra les 5 unités 
du dividende 5 et l'on aura 3895 unités à diviser par 
46g. Comme il y a un chiffre de plus au dividende 
qu'au diviseur, je comparerai 38 centaines à 4 cen- 
taines 5 le quotient est 9 : mais par la multiplication 
on trouveroit que le 9 est trop fort; on le diminue 
d'une unité, et l'on écrit 8 à côté du 6. En multipliant 
8 par 469 , le produit est 3762 , que l'on écrit sous 
le second membre de division : après la soustraction, 
il reste i43 qui ne peuvent pas se diviser par 469 9 
on se contente d'indiquer la division en écrivant à 
côté du quotient 

45. Remarque première. On voit par cet exem- 
ple que le quotient ne se trouve souvent que par une 
espèce de tâtonnement, qui embarrasse pour l'or- 
dinaire les commençans ; mais ce tâtonnement est 
soumis à des règles qui servent à l'abréger. Par 
exemple, quand on a trouvé un quotient, par les 
règles déjà prescrites ; avant de l'écrire , il faut le sou- 
mettre à l'épreuve, en multipliant le quotient par 
le diviseur. Cette multiplication peut se faire d'une 
manière abrégée , en multipliant seulement le pre- 
mier chiffre à gauche du diviseur par le cpotient : on 
soustrait le produit du dividende partiel auquel il 
correspond. Si on trouve un reste plus grand ou égal 
au chiffre que Ton éprouve, on peut le mettre au 
quotient , sans aucun examen ultérieur. Ainsi , dans 
l'exemple ci-dessus, le premier membre de division 
nous a donné d'abord 8 5 mais 8x4 = 32 , qui étant 
égal aux deux premiers chiffres du dividende > nous 
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avertit que la multiplication de 8 par G9 donneroit 
un nombre trop fort pour pouvoir être soustrait 
de o3. Il en seroit de même de 7 ; mais 6x4 = 24, 
qui soustrait de32 , laisse 8>6 : donc on estsûr que 6 
peut être écrit au quotient. 

Pour sentir la raison de ce procédé , supposons.un 
cas des plus favorables 5 ce sera celui où le divi- 
dende sera le plus petit possible , par rapport au di- 
viseur. Par exeraple,3oooà diviser par 499, donne 6 
au quotient 5 et ce quotient sera exact, parce que 
6x4 = 24, qui soustrait de '60 , laisse 6 centaines 
ou 600 : or 6 X 100 sera toujours plus grand que 
6 X 99 : donc on pourra soustraire le produit des 
dixaines et des unités du diviseur par le quotient, du 
reste du dividende. Mais si cette soustraction est 
possible quand le dividende est terminé par des zé- 
ros, et le diviseur par des 9 , à plus forte raison le 
sera-t-elle quand le dividende sera terminé par de 
plus grands chiffres, et le diviseur par de plus petiti. 

46. Remarque 2 e . L'opération sur le premier 
membre étant achevée, si, après avoir descendu un 
chiffre , on s'apperçoit que le diviseur entier n'est 
pas contenu dans ce nouveau membre du dividende , 
on mettra o au quotient, et on descendra un chiffre 
de plus ; et s'il arrivoit que le diviseur ne fut pas con- 
tenu dans le nouveau dividende, on mettroit un se- 
cond o au quotient ; et ainsi de suite, jusqu'à ce que 
Je diviseur fût compris dans le membre sur lequel 
on opère. 

47. Remarque 3 e . En comparant seulement les 
premiers chiffresde chaque membre de division avec 
les chiffres de même espèce du diviseur , on seroit 
tenté quelquefois de croire que le membre de divi- 
sion contient plus de neuf fois tout le diviseur. L'ob- 
jet de cette remarque est de faire voir le contraire : 
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nous allons démontrer, en conséquence, qu'on ne 
peut jamais mettre plus de 9 au quotient. Nous avons 
deux cas à considérer; ou le membre de division 
contient un même nombre de chiffres que le divi- 
dende , ou il en contient un de plus : or, dans aucun 
de ces deux cas , on ne peut mettre plus de 9 au 
quotient. 

1 

Premier cas. Le quotient , pour être exact, doit 
toujours être tel , qu'étant multiplié par le diviseur, 
il égale le dividende. Mais, si le quotient étoit 10, 
son produit par le diviseur contiendroit nécessaire- 
ment un chiffre de plus que le dividende : donc il se- 
roit plus grand que lui. Par exemple , 99 divisé par 
10, ne peut donner que 9 au quotient 5 car, si on 
mettoit 10, le diviseur 10 , multiplié par le quotient 
1 o , donneroit 1 00 > 99. 

Deuxième cas. Pour que le dividende contienne 
un chiffre de plus que le diviseur , il faut qu'il y ait 
dans le dividende un chiffre plus petit que son cor- 
respondant dans le diviseur, tous ceux qui le précè- 
dent à gauche dans le dividende étant égaux à leurs 
correspondais dans le diviseur. Par exemple , 1989 
divisé par 199 : dans cette division , il faut nécessai- 
rement prendre les quatre chiffres du dividende; 
parce que 8 (dixaines du dividende) est plus petit 
que 9 (dixaines du diviseur). Or, je dis que dans ce 
cas on ne peut pas écrire plus de 9 au quotient ; car , 
si le quotient étoit 10, en le multipliant par le divi- 
seur , le produit contiendroit un égal nombre de 
chiffres que le dividende. Mais , dans le cas dont nous 
parlons, il y auroit un chiffre dans le produit néces- 
sairement plus grand que son correspondant dans le 
dividende , tandis que ceux qui précèdent à gauche 
seroient égaux ; donc le produit seroit plus grand que 
le dividende , donc il ne pourroit pas en être sous- 
trait. 
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trait. Ainsi , dans l'exemple ci-dessus, 

on diroit en 19 centaines combien de fois 1 cen- 
taine ? ily seroit 1 9 fois 5 je n'écrirai cependant que g, 
car 10 X 199 donneroit 1990 > 1989 : donc il ne 
pourroit pas en être retranché. 

48. Quand le dividende et le diviseur sont ter- 
minés par des zéros , on peut abréger la division , en 
effaçant un égal nombre de zéros dans les deux 
nombres 3 cela n'influe pas sur le quotient, parce 
que cela ne change pas le rapport du dividende au 
diviseur. Ainsi, ayant à diviser 2Ôooo par 5oo, je 
divise seulement 2Ôo par 5 ; le quotient est 5o. 

Si le diviseur seul est terminé par des zéros , on 
abrège la division , en séparant à la fin du dividende 
autant de chiffres qu'il y a de zéros à la fin du divi- 
seur. On divise ensuite les chiffres restans du divi- 
dende par les chiffres restans du diviseur ; s'il se 
trouve un reste dans la division , on écrit les chiffres 
à gauche de ceux qu'on a séparés , en mettant par- 
dessous le diviseur tout entier. Par exemple , ayant 
à diviser 45326 par 35oo, je divise 453 par 35 5 le 
quotient est 12, avec un reste 33, que j'écris à 
gauche de 26 ; divisant Je tout par 35oo , c'est-â -dire 
que le véritable quotient est 1 2 -f ( a ). 

4g. Il y aura toujours autant de chiffres au quo- 
tient qu'il y aura de membres de division : or, i°. le 
premier membre de division contiendra autant de 
chiffres , ou un de plus , qu'il y en a dans le diviseur 5 



(à) La raison de cette abréviation est évidente : car 45326 
est la mêmechose que 453oo-{-26. Or le premier terme divisé 
par 35oo donne le même quotient que 453 divisé par 35 ; 
c'est-à-dire 12 4" fj[- M*" 3 M 3 ° nt encore la même chose que 
fM-i lesquels ajouté* aux 26 restant , donnent lfë Q . 

C 
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2°. on formera les autres membres de division en 
abaissant successivement chaque chiffre du divi- 
dende à côté des différens restes : donc il sera aisé de 
connoître , dès le premier membre de division, le 
nombre de chiffres que le quotient doit avoir. 

Les détails dans lesquels nous sommes entrés sont 
suffisans pour faire comprendre toutes les règles de 
la division. Nous allons *ies appliquer encore à un 
exemple, dans lequel nous ne donnerons que les 
• résultats. 

Exemple. Soit proposé de diviser 3ggg348 par 
684 : on écrira et on procédera comme dans les 
exemples précédens : 



• » • • 



3999348 S 684 



34ao ( 5847 

6793 
547a 

r ôi\b 
' 2736 

"4^88 
4 7 88 

0000 

A l'égard des différentes manières de faire la divi- 
sion , nous n'entrerons pas ici dans ce détail, parce 
qu'à proprement parler, elles reviennent tdutes au 
même ; -elles ne diffèrent qu'en ce que dans l'une le 
quotient, le diviseur et les produits sont pièces d'une 
manière, et dans une autre, d'une façon différente. 
On se dispense quelquefois d'écrire les produits ; et 
on fait la soustraction en formant les produits de mé- 
moire. Cette manière de faire la division sans écrire 
les produits, s'appelle l'italienne abrégée. Il est ce r 
pendant bon que les commençaris , qui n'ont pas. Un 
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usage très- familier du calcul , écrivent les produits, 
afin de ne pas se tromper. 

Preuve de la multiplication et de la division. 

- 

5o. La preuve de la multiplication se fait par la 
division , et celle de la division se fait par la multipli- 
cation ; elles sont Tune et l'autre une conséquence 
de cet axiome , qu'un nombre multiplié et divisé par 
un même nombre ne change pas de valeur. 

Donc si , après avoir multiplié le multiplicande par 
le multiplicateur, on divise le produit par le même 
multiplicateur, le quotient doit être égal au multi- 
plicande; ou réciproquement , si on divisele produit 
par le multiplicande , le quotient doit être égal au 
multiplicateur : si cette égalité n'a pas lieu, la mul- 
tiplication est fautive. 

Pareillement si , après avoir divisé le dividende 
par le diviseur , on multiplie le quotient par ce même 
diviseur , on doit trouver le dividende : si le produit 
qu'on obtient étoît plus grand ou plus petit que ie 
dividende , la division seroit défectueuse. 

Remarque. On suppose ici que la division s'est 
efFectuée sans reste : s'ily avoit un reste, il faudroit 
l'ajouter au produit du diviseur par le quotient, pour 
avoir le dividende. 

• 

Preuve de la multiplication et de la division , 
par la propriété du nombre 9. 

• * 

01. On peut encore faire la preuve de la multi- 
plication et de la division par d'autres méthodes par- 
ticulières, qui dépendent de certaines propriétés des 
nombres. Par exemple , tout le monde connoît la 
propriété du nombre 9 , qui consiste en ce que , si 
un nombre est divisible par g, la somme de tous ses 

C z 
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chiffres est aussi divisible par g. Cela se remarque 
facilement dans les nombres multiples de g , tels que 
18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81. On peut aussi par 
ce moyen voir tout de suite, non-seulement si un 
nombre est divisible par g , mais encore quel est son 
reste : car on n'a qu'à faire la somme des chiffres , et 
la diviser par 9 , le reste de cette division sera le 
même .que celui du nombre proposé. 
' On trouveroit également les restes d'un nombre 
divisé par 8 , par 7 , ou par tout autre nombre 5 mais 
nous ne pourrions démontrer ici toutes les propriétés 
des nombres, sans nous engager dans une analyse 
trop compliquée. Nous en parlerons dans le dernier 
chapitre de l'algèbre , lorsque nous traiterons d'une 
manière générale, des principes de numération d'un 
système quelconque. Revenons à la preuve par g. 

On commencera par tirer deux lignes qui se cou- 
pent perpendiculairement. i°. On prendra ensuite la 
somme de tous les chiffres du multiplicande , comme 
s'ils marquoient des unités; on en retranchera les 9 
qu'elle contient, on écrira le reste dans une des 
cases formées par les lignes perpendiculaires. 2 0 . On 
en fera autant dans le multiplicateur, on écrira le 
reste dans la case inférieure. 3°. On multipliera les 
deux restes , et , après avoir ôté tous les g du produit , 
on écrira le reste dans la troisième case. 4 0 . On ajou- 
tera les chiffres du produit , et , après avoir ôté tous 
les g , on écrira le reste dans la quatrième case. Si la 
multiplication est exacte , ce dernier reste doit être 
égal au reste écrit dans la troisième case. 

Exemple : 

mM , • , r ,0 1 er reste' 3* reste 

Multiplicande 0740 g | 3 

Multiplicateur 869 Preuve.. 77; — — 

r . - 2 e reste 4" reste 

Produit... 4ggôoi2 5(3 
Cette preuve peut être défectueuse , en ce qu'elle 



-■ 
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seroit la môme si on transposoit un chiffre, ou si , à 
la place d'un g on écrivoit zéro , ou réciproquement. 
Ainsi , le reste de 4905921 , après avoir ôté tous les 
g de la somme des chiffres, seroit 3 comme ci-dessus , 
et cependant le produit seroit faux 5 mais il est bienr 
rare , pour ne pas dire impossible, de commettre de 
pareilles erreurs, 

La preuve par 9 peut aussi convenir à la division , 
lorsque le dividende contient le diviseur un certain 
nombre de fois sans reste; car, pour lors, le divi- 
dende peut être considéré comme un produit , le di- 
viseur et le quotient comme les deux facteurs de la 
multiplication , et ce que nou9 venons de dire de la. 
multiplication s'y applique sans restriction •> 

Si la division n'a pu se faire sans reste, il faut ajouter 
les chiffres de ce reste, comme des unités simples,, 
au produit du reste du diviseur par celui du quotient ^ 
et ôter de cette somme tous les 9 qu'elle contient. 
Le reste doit être égal au reste du dividende, après^ 
en avoir ôté tous les g (a).. 

Exemple. 785(47 ,, r er reste j 3* reste. 

Preuve., 



16 + -- 
4 7 



33 2* reste 4 e reste 



* • 



(a) Pour sentir la raison de ce procédé , on n'a qu'à consi- 
dérer que 785—33 , où 752est le nombre qui , divisé par 4 7 , 
donne 16 au quotient sans reste ; donc si nous appliquons la r 
preuve par 9 à celte nouvelle division , elle doit réussir. 
Partant , si après avoir ajouté les chiffres de <j$i , et multi- 
plié les restes de 47 et 16 , on trouvele même reste de part 
et d'autre , oh peut conclure qu*éH ajoutant les deux chiffres 
de 33 aux deux membres de l'équation , ils y opéreront les. 
mêmes changemens , et par conséquent ils ne détruiront pas. 
l'égf»lité , car le premier membre sera le reste de*785. j donc, 
il doit être égal au teste de 2 par 7 , augmenté de la somme 
des deux eniffre* de 33.. ~ ■ . 

G 5 
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\ 

Des nombres fractionnaires. 

52. L'arithmétique, à proprement parler, a deux 
parties $ Tune est fondée sur le système décimal , et 
sur la manière de placer les chiffres , pour leur faire 
exprimer les différens nombres : cette partie est 
celle qui contient les quatre opérations ordinaires, 
l'addition , la soustraction , la multiplication et la di- 
vision. Ces opérations seroient différentes si on avoit 
adopté un autre système; mais elles auroient entre 
elles une analogie telle , qu'il ne seroit pas difficile de 
traduire les unes dans les autres , si on vouloit changer 
de système. 

L'autre partie est indépendante du système de nu- 
mération ; elle est fondée sur la considération des 
Quantités et sur les propriétés générales des nombres. 
On peut la regarder comme l'arithmétique univer- 
selle, qui tient de près à l'algèbre. La théorie des 
fractions , celle des puissances et des racines , la 
théorie des proportions , celle des progressions et des 
logarithmes, etc. appartiennent à cette partie. Nous 
avons déjà exposé les principes de la première , nous 
allons nous occuper de la seconde. 

Des Fractions. 

53. Si Ton conçoit l'unité partagée en plusieurs 
parties égales , et qu'on ne considère , par la pensée , 
qu'un certain nombre de ces parties, on aura l'idée 
d'une fraction. 

Une fraction représente donc toujours une quan- 
tité plus petite que l'unité. 

La grandeur ou quantité , pouvant être partagée 
en autant de parties qu'on veut , si l'on conçoit l'unité 
partagée en deux parties égales , chaque partie en 
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Sera la moitié , si on la suppose partagée en trois 
parties égales, chaque partie en sera le tiers 5 si on 
la divise en quatre , chaque partie sera un quart 3 et 
ainsi des autres divisions. 

Il est aisé de concevoir , que plus le nombre des 
divisions sera grand , plus les parties seront petites ; 
ainsi les tiers sont plus petits que les moitiés, les 
quarts plus petits que les tiers, les cinquièmes plus 
petits que les quarts , etc. 

54. Pour exprimer une fraction, on a besoin de 
deux nombres, que Ton écrit l'un au-dessous de 
l'autre, en les séparant par une petite ligne hori- 
zontale. Le nombre inférieur désigne en combien 
de parties l'unité a été divisée ; on le nomme dé no- 
minateur : le supérieur indique combien on prend 
de ces, parties; on le nomme numérateur. Ainsi, 
dans l'expression \ , le 4 désigne quei'uni.té est par- 
tagée en quatre parties , et le 3 marque que l'on en 
prend trois. 

55. Plus le numérateur d'une fraction est grand , 
et son dénominateur petit, plus la fraction est grande ; 



~ w - — - o — ' r - — *- 

tion est petite : en sorte que la notion exacte de la va- 
leur d'une fraction est composée de l'idée du numé- 
rateur et de celle du dénominateur. 

56. Lorsque plusieurs fractions ont le même dé- 
nominateur , il suffit de considérer leurs numérateurs 
pour çonnoître leur rapport ; et réciproquement > 
lorsqu'elles ont le même numérateur, il suffit de 
comparer leurs dénominateurs. 

Lorsque le dénominateur augmente progressive- 
ment , la valeur de la fraction diminue dans le même 
rapport. Ainsi, les fractions^. {. ^. . . .tj-tss- • • etc - 

C4 
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vont toujours en diminuant, parce que leurs déno- 
minateurs vont en augmentant (a). 

5j. On peut encore concevoir une fraction, 
comme le quotient du numérateur divisé par le dé- 
nominateur. Ainsi , * signifie deux divisé par trois , 
J est la môme chose que trois divisé par quatre. 

Les fractions , ainsi considérées , représentent le 
rapport du numérateur au dénominateur ; et la va- 
leur de la fraction , est la valeur même du rapport. 

58. Donc une fraction ne change pas de valeur , 
lorsqu'on multiplie ou qu'on divise ses deux termes 
par un même nombre : ainsi {, 7^, etc. ont la 
même valeur que ~. 

Une même fraction est susceptible de plusieurs 
formes différentes; et l'on peut passer d'une forme 
à l'autre , sans altérer la valeur de la fraction. 

On peut aussi mettre un entier sous la forme d'une 
fraction, en multipliant cet entier par un nombre, 
et donnant au produit le même nombre pour déno- 
minateur. Lors donc que le numérateur d'une frao 
tion est plus grand que le dénominateur , cela 
annonce que la fraction contient des entiers. 

5g. Lorsqu'on a plusieurs fractions à considérer , 

il convient de les réduire à l'expression la plus sim- 

t . 

(à) Pour que la fraction, se réduisît à zéro , il faudroit que 
son dénominateur fût plus grand que toute quantité assigna- 
ble. Or il n'existe pas de nombre si grand , qu'on ne puisse 
en concevoir un plus grand que lui : donc quelque grand 
qu'on veuille supposer le dénominateur d'une fraction , elle 
ne s'évanouira jamais entièrement, mais sa valeur approchera 
de plus en plus de zéro, qui sera par conséquent sa bmite. 

Pour exprimer qu'une quantité est plus grande que toute 
grandeur assignable , on dit qu'elle est, infinie , et pour la 
représenter , on emploie le signe 00 , en sorte que 5 = 0 est 
l'expression de la limite des fractions qui diminuent conti- 
nuellement. 
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pie : ce qui se pratique en divisant le numérateur et 
le dénominateur par leur plus grand commun divi- 
seur. Nous allons donner la méthode pour trouver , 
1°. tous les diviseurs d'un nombre , 2 0 . le plus grand 
commun diviseur entre deux nombres donnés. 

60. Tout nombre qui divise exactement et sans 
reste un autre nombre , est dit diviseur de ce 
nombre. 

Tout nombre peut se diviser sans reste , par lui- 
même et par l'unité. On appelle nombre premier, 
tout nombre qui n'a d'autre diviseur que lui-même 
et l'unité, tels que 7 , 11, i3 , &c. Jusqu'à présent 
on n'a aucun moyen pour trouver à priori les nom- 
bres premiers; ce n'est qu'en essayant la division 
par tous les nombres inférieurs , qu'on est venu à 
bout de former des tables des nombres premiers, 
qu'on a poussées jusqu'à un million. . 

61. Si un nombre n'est pas premier, il a com- 
munément plusieurs diviseurs, qu'on trouvera faci- 
lement par la méthode suivante : 

Cherchez tous les diviseurs premiers du nombre 
proposé , en observant que le même diviseur peut 
être répété plusieurs fois : multipliez entr'eux tous les 
diviseurs premiers , d'abord deux à deux, ensuite 
trois à trois , quatre à quatre , &c. jusqu'à ce que 
vous ayez formé le produit de tous , qui sera le 
nombre proposé : tous ces différens produits seront 
autant de diviseurs. 

Exemple, Soit proposé le nombre 36o, dont on 
cherche tous les diviseurs. Je commence par diviser 
56o par 2; le quotient est 180, que je divise aussi 
par 2 1 le quotient est 90 , que je divise encore par 2 ; 
le quotient est 45, que je divise par 3 5 le quotient 
est i5 , que je divise par 3 ; le quotient est 5 , que je 
divise par 5 5 le quotient est 1 : donc tous les diviseurs 
premiers de 26o sont 1 . 2.. 2. 2.3.3.5. Pour avoir 

1 
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lés diviseurs composés, on posera 1, qu'on multi- 
pliera par 2 , et Ton aura pour diviseurs 1 . 2 : on mul- 
tipliera ces deux diviseurs par le second 2 , en obser- 
vant de ne pas répéter les diviseurs déjà obtenus , et 
Ton aura un nouveau diviseur 4 , lequel , joint aux 
deux autres , donnera les trois diviseurs 1.2.4 : on 
les multipliera par le troisième 2 y et on obtiendra un 
nouveau diviseur 8 , qui , ajouté aux trois précédens , 
donnera 1*2.4.8: on multipliera ces quatre divi- 
seurs par le premier 3 , et on aura 3 , 6 , 1 2 , s4 , 
qui , ajoutés aux quatre déjà obtenus , donneront 
1.2.4.8.3.6, 12. 24 : ces huit diviseurs, multipliés 
par le second 3 , fourniront quatre nouveaux divi- 
seurs, g , 18 , 36, 72 : en les ajoutant avec les au- 
tres , on aura 1.2.4.8.3.6. 12.24.9. 18.36.72 : 
enfin tous ces diviseurs , multipliés par 5 , donneront 
autant de diviseurs ; savoir : 5 , 10, 20 , 4o , 1 5 , 3o , 
60 , 1 20 , 45 , 90 , 1 80 , 36*0. Ces derniers , ajoutés 
aux précédens , formeront le nombre de tous les di- 
viseurs de 36o ; savoir 

1.2,4,8.3,6. 12.24. 9. 18. 36. 72.5. io.2o.4o. 
i5.3o, 6p. 120.45.90. i8o.36o. ^ . • 

Le tableau suivant peut servir de comparaison 
pour trouver les diviseurs premiers. 

36o 



36o 



180 



3° 



• < 



45 



3 

i5| 3 
5| 5 

» 

Où Ton voit que les diviseurs premiers de 36a 
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sont 1 , 2 , 3 , 5 ; on aura les diviseurs composés par 
les multiplications indiquées. 

La raison de cette opération est évidente. En 
effet , un nombre ne peut pas être divisible par plu- 
sieurs nombres simples, sans l'être par les différens 
produits qu'on peut faire avec ces nombres simples. 
Par exemple,diviserun nombre premièrement par 2, 
son quotient par 3 , et le quotient de celui-ci par 4 , 
c'est tout comme si on avoit divisé par une seule opé- 
ration le nombre proposé par 24* 

62. Pour trouver le plus grand commun diviseur 
entre deux nombres donnés, on pourroit chercher, 
par la méthode précédente, tous les diviseurs des 
deux nombres , et prendre ensuite parmi les diviseurs 
communs celui qui se trouveroit le plus grand. 

Mais on ira plus directement au but par la règle 
suivante. Divisez le plus grand nombre par le plus 
petit , divisez ensuite le plus petit nombre par le reste 
de la première division , le premier reste par le reste 
de la seconde division , ce second reste par le troi- 
sième , et ainsi de suite , jusqu'à ce que vous parve- 
niez à une division sans reste, le dernier diviseur sera 
le plus grand commun diviseur cherché. 

Exemple. Soient les deux nombres io5 et j5. Je 
divise io5 par j5 , le quotient est 1 , et le reste 3o ; 
je divise j5 par 3o , le quotient est 2 , et i5 pour 
reste 5 je divise 3o par x5, le quotient est 2 sans 
reste : d'où je conclus que 1 5 est le plus grand com- 
mun diviseur entre io5 et 75. 

Le tableau suivant servira de comparaison. ; 



io5 


7 5 


5o 


i5 


7 5 • 


1 


a 




3o 


60 






i5 


0 
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Si Ton parvenoit à avoir i pour dernier reste , ce 
seroit une preuve que les deux nombres sont pre- 
miers entr'eux 5 c'est-à-dire qu'ils n'ont d'autre com- 
mun diviseur que l'unité. 

Pour sentir la raison de cette méthode , il suffit de 
considérer que le diviseur doit être commun à jb et 
à i o5. Or 1 o5 est la môme chose que y 5 + 3o , donc 
ce diviseur ne peut pas diviser i o5 et y 5 sans diviser 
aussi 3o; mais j5 est la même chose que 2 x3o-+- 15, 
donc il ne peut pas diviser io5 , y 5 et 3o , sans di- 
viser aussi i5 5 mais i5 ne peut pas être divisé par 
un nombre plus grand que lui-même. Le même rai- 
sonnement s'appliqueroit à tous les exemples: on en 
verra une démonstration générale en algèbre (a). 

On peut donc réduire la fraction à celle-ci 
plus simple ± , sans changer sa valeur (58). 

Quand on a acquis l'habitude du calcul , on ap- 
perçoit sans peine quel est le plus grand commun 
diviseur de deux nombres , sans le chercher par la 
méthode générale. 

63. Il est souvent nécessaire de réduire plusieurs 
fractions au même dénominateur 5 c'est ce que l'on 
fera par la règle suivante : Multipliez les deux 
termes de chacjue fraction par le produit des dé- 
nominateurs de Joutes les autres. 

Exemple. Soient les quatre fractions f j'y 
qu'il faut réduire au même dénominateur. Je multi- 
plie les deux termes de la première par i4o (pro- 

, 

r 

(a) Pour trouver le plus grand commun diviseur enlre 
trois nombres, par exemple entre 105 , j5 et 4o , on corn- 
menceroit par chercher le plus grand commun diviseur entre 
les deux premiers, et après avoir trouvé \5 , on chercheroit , 
par la même méthode , le plus grand commun diviseur entre 
4o et i5 , on trouveroit 5 \ donc'5 seroit le plus grand com- 
mun diviseur enlre io5, 76 et 4o. 
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duit des trois dénominateurs 5,7,4), j'aurai I 
Je multiplie les deux termes de la seconde par 84: 
(produit des trois dénominateurs 3,7,4), j'aurai 
Jff. . . Je multiplie les deux termes de la troisième 
par 6o (produit des trois dénominateurs 3,5,4), 
j'aurai . • . Je multiplie les deuxjtermes de la qua- 
trième par io5 (produit des trois dénominateurs 
3, 5, 7) , j'aurai 

Il est évident qu'en suivant cette règle, quel que 
soit le nombre des fractions, elles seront, i°. réduites 
au même dénominateur , car le dénominateur com- 
mun sera le produit de tous les dénominateurs sim- 
ples 5 2°. on n'aura pas changé la valeur des frac- 
tions , car on aura multiplié les deux termes de cha- 
que fraction par le même nombre ( 58). 

64. Si les dénominateurs des fractions qu'on veut 
réduire étoient tous parties aliquotes du plus grand, 
on abrégeroit l'opération en multipliant les deux 
termes de chaque fraction par le facteur qui ren- 
droit chaque dénominateur égal au plus grand : 
ainsi les fractions 7 , 7 , { , 77 , se réduiront toutes en 
seizièmes, en multipliant les deux termes de la pre- 
mière par 8 , ceux de la seconde par 4 , ceux de la 
troisième par 2. Ces cas particuliers se présen- 
tent assez souvent ; il est bon de les remarquer , 
parce qu'ils apprennent à simplifier le calcul. 

Après avoir expliqué la nature des fractions , et 
les différentes formes qn'on peut leur donner sans 
changer leur valeur , nous allons nous occuper de 
leur calcul. On fait sur les fractions les mêmes opé- 
rations que sur les nombres entiers , c'est-à-dire : ' 
qu'on les ajoute, on les retranche, on les multiplie, 
on les divise, &c. 

De l'addition des Fractions. 

65. Pour ajouter ensemble plusieurs fractions , 
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il faut commencer par les réduire au même déno- 
minateur ; on ajoute ensuite leurs numérateurs, l'on 
donne à cette somme le dénominateur commun, et 
on fait la réduction s'il y a lieu. 

EnefFet, i°. on ne peut jamais ajouter ensemble 
que des quantités de même nature. Or le dénomina- 
teur des fractions désigne la nature des fractions 5 
donc les fractions qu'on veut ajouter doivent avoir 
le môme dénominateur. 2 0 . Le numérateur marque 
combien on prend de ces parties dans chaque frac- 
tion ; donc pour avoir la somme totale des parties , 
il faudra prendre la somme de tous les numérateurs. 

Exemple. On propose d'ajouter ensemble les 
fractions 7,7,4.... 

Réduites au même dénominateur , elles donneront 
77 "1" 7i+ 77. La sommexfes numérateurs est 46; donc 
l'addition totale donnera f£, = en réduisant 1 + 7J 
= i+tt(58). 

De la soustraction des Fractions. 

66. Pour faire la soustraction des fractions , ré- 
duisez-les au même dénominateur, et retranchez 
ensuite le numérateur de Tune du numérateur d© 
Fautre. 

Exemple. On propose de retrancher y de 7 et J 
de y. 

Après les avoir réduites au même dénominateur , 
on aura \ — \ = k P°ur la première soustraction , et 
77 — 77— 77 pour la seconde. 

La raison de cette opération est la même que 
pour l'addition. 

De la multiplication des Fractions. 

67. La multiplication des fractions comprend 
deux cas : le premier , lorsque le multiplicande est 
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une fraction , et le multiplicateur, un nombre en- 
tier ; le second , lorsque le multiplicande et le mul- 
tiplicateur sont des fractions. 

Dans le premier cas , multipliez le numérateur " 
par l'entier , et laissez le dénominateur tel qu'il 
est. 

Exemple. Qu'on ait à multiplier la fraction j par 4, 
le produit sera ~, En effet , il s'agit dans cet exem- 
ple de prendre y quatre fois , le produit doit donc 
etre^. 

Dans le second cas , multipliez les deux numé- 
rateurs l'un par l'autre , et les deux dénomina- 
teurs l 'un par Vautre ^ vous formerez une nouvelle 
fraction , qui aura pour numérateur le premier pro- 
duit , et pour dénominateur , le second. 

Exemple. Soit \ à multiplier parf , le produit 
sera ~. En effet, en multipliant la fraction { par le 
numérateur 4 , on a un produit sept fois trop grand , 
parce qu'il ne falloit multiplier que par la septième 
partie de 4 , ou, ce qui est la même chose , par y. 
Pour réduire donc à sa juste valeur le produit qu'on 
a obtenu en multipliant par 4 , il faut le diviser par 7. 
Mais pour diviser une fraction par un nombre donné, 
il suffit de multiplier son dénominateur par ce nom- 
bre (56) 5 donc après avoir multiplié le numéra- 
teur 3 par 4 /il faudra encore multiplier le dénomi- 
nateur 5 par 7. Le même raisonnement s'applique à 
tous les autres cas. 

68. Si l'on veut ramener le premier cas au se- 
cond , pour les comprendre dans une même règle 
générale , on peut considérer l'entier comme une 
fraction ayant pour dénominateur l'unité. Ainsi 4 est 
la même chose que $ , et dans l'exemple premier , 
on aura - à multiplier par 7. On multipliera 5 par 4 , 
et 7 par 1 , ce qui donnera y- comme ci-dessus. On 
peut donc établir la règle générale qui se rapporte 

1^ % m m « v 
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i 

aux deux cas. Lorsqu'un des deux facteurs est un 
nombre entier , mettez-le sous la forme d'une frac- 
tion , en lui donnant Vanité pour dénominateur; 
multipliez ensuite numérateur par numérateur , 
et dénominateur par dénominateur. 

6g. La multiplication des fractions nous donne 
idée de ce que l'on entend par fraction de fraction. 
La fraction d'une fraction signifie que la fraction est 
partagée en plusieurs parties égales , et qu'on prend 
un certain nombre de ces parties, en sorte que la 
somme des parties que l'on a prises, est plus petite 
que la fraction totale ; mais la multiplication d'une 
fraction par une autre fraction, présente aussi un 
produit plus petit que la fraction multiplicande : 
donc l'idée est absolument la même. Ainsi les 7 de ~ 
signifie que J est partagé en 3 parties , et que de 
ces parties on en prend 2 , ou que | est pris v f de fois , 
c'est-à-dire qu'il est multiplié par y. 

Ainsi , pour trouver les f des \ aes j d'un écu , il 
faudroit multiplier entr' elles ces trois fractions , et 
l'on auroit pour produit j d'un écu =24 s. 

De la division des Fractions. 

* t 

70. La division des fractions comprend trois cas 5 
dans le premier , il s'agit de diviser une fraction pat- 
un entier ; dans le second , il faut diviser un entier 
par une fraction ; dans le troisième , le dividende 
et le diviseur sont tous les deux des nombres frac- 
tionnaires. 

Pour bien comprendre ce que nous avons à dire 
sur la division , il faut se rappeler ce que nous avons 
dit sur la nature des fractions 5 savoir, que l'on rend 
la fraction plus petite en rendant son dénominateur 
plus grand. 

Premier cas. Pour diviser une fraction par un 

entier^ 
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entier, multipliez le dénominateur par l'entier, 
et laissez le numérateur tel quil est. 

Exemple, Soit la fraction f qu'on veut diviser 

Ï>ar 5 , le quotient sera En effet, pour diviser la 
raction f par 5 , il faut rendre la fraction cinq fois 
plus petite ; or on la rend cinq fois plus petite en mul- 
tipliant son dénominateur par 5 : donc , &c. 

Second cas. Pour diviser un entier par une frac- 
tion , multipliez pareillement le dénominateur par 
l'entier, et renversez la fraction, c'est-à-dire , met- 
tez le dénominateur à la place du numérateur, et 
réciproquement. Ainsi l'entier 5 divisé par la frac- 
tion f , donne pour quotient 5 car le quotient doit 
être d'autant plus grand, que lediviseur est plus petit î 
or y est trois fois plus petit que 2 5 donc le quotient 
de 5 , divisé par y , sera trois fois plus grand que celui 
de 5 divisé par 2 ; mais ce dernier seroit £ , donc le 

. , . a 5x3 i5 
premier doit être = — . 

a... • 2 

Troisième cas. Pour diviser une fraction par une 
autre fraction , multipliez le numérateur du divi^ 
dende par le dénominateur du diviseur, et le dé-* 
nominateur du dividende par le numérateur du 
diviseur y ou , ce qui revient au même, renversez 
la fraction diviseur , et multipliez par ordre la pre- 
mière par la seconde ainsi renversée : ainsi 4 pour 
diviser la fraction y par la fraction ^ je renverse 
cette dernière, et j'écris yx| = 7t* 

La raison de cette opération est que f divisé par 4 
donne pour quotient or, la fraction ± est cinq 
fois plus petite que 4 , donc elle doit donner un quo- 
tient cinq fois plus grand , donc on aura ~xô — 7?- 
7 1 . Pour comprendre les trois cas dans utie même 
règle générale , nous remarquerons que l'on peut 
mettre l'entier sous la forme d'une fraction , en lui 
donnant 1 pour dénominateur ; on aura donc ainsi , 

D 
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dans tous les cas , une fraction à diviser par une frac- 
tion : on peut donc établir la règle générale suivante, 
applicable aux trois cas : Mettez l'entier sous la 
forme d'une fraction qui ait l'unité pour dénomi- 
nateur; renversez la fraction diviseur, et multi- 
pliez ainsi les deux fractions , le produit sera la 
fraction quotient (a). 

Exemples. 

r 3xi 3 

i°. 1 à diviser par 7 ; j'écris { à div. f .. quot. = — gg 

7X5 35 

2°. 7 à diviser par } ; j'écris * à div. }... quot. = |^ " Y 

3X7 21 

3°. diviser par f quot. = — = y' 

Z?é?s fractions continues. 

72. Nous avons déjà dit (56) qu'on ne chan- 
geoit pas la valeur d'une fraction, en divisant ou 
en multipliant ses deux termes par le même nom- 
bre : donc si on divise le numérateur de la frac- 
tion par lui-même , il deviendra l'unité , et le déno- 
minateur divisé par le même nombre, deviendra un 



- U. 



(a) La multiplication et la division des fractions présen- 
tent dans leurs résultats des idées qui quelquefois embarrassent 
les commençans : savoir que dans la première le produit est 
plus petit que le multiplicande , et dans la seconde , le quo- 
tient est plus grand que le dividende ; mais cette difficulté 
disparoît , quand on considère que dans toute multiplication 
le produit est au multiplicande , comme le multiplicateur 
est à l'unité. Or lorsque te multiplicateur est une fraction , it 
est plus petjLt que l'unité : donc le produit doit être plus petit 
que le multiplicande. On se convaincra par un raisonnement 
semblable , que le quotient doit être plus grand que le divi- 
dende , lorsque le diviseur est plus petit que l'unité. 
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entier augmenté d'une fraction. Si Ton traite cette 
seconde fraction comme la première, on aura de 
nouveau l'unité divisée par un entier, plus une frac- 
tion , et ainsi de suite. 

Exemple. Soit la fraction £f = 1 +~. Si je divise 
le numérateur et le dénominateur par 21 , j'aurai 

— l — ; si je divise le numérateur et le dénomina- 

teur de la fraction ^ par 5 , elle prendra la forme de 

Donc la première fraction prendra la forme 

4+t 

1 

suivante : 1 

2 + 



Cette suite de fractions ainsi enchaînées se nomme 
fractions continues. 

Il est aisé de réduire une fraction ordinaire en frac- 
tion continue , et réciproquement une fraction con- 
tinue en fraction ordinaire , par les règles déjà ex- 
pliquées. 

73. Toutes les fois que la fraction continue sera 
l'expression du rapport de deux nombres entiers, 
elle se terminera 5 si elle est l'expression du rapport 
de deux nombres qui n'ont pas de mesure commune 
assignable , elle se prolonge à l'infini. 

74. Quoique la théorie des fractions continues ne 
se trouve guère dans les livres élémentaires, elle 
mérite cependant d'être cultivée, parce qu'elle con- 
duit à plusieurs vérités curieuses, et qu'elle donne 
la solution d'un grand nombre de questions impor- 
tantes. L'un de ses principaux avantages, est de 
donner les valeurs des fractions exprimées par de 
très-grands nombres , les plus approchées que l'on 
puisse obtenir avec de petits nombres. Il suffit pour 

D2 
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cela de réduire la fraction proposée en fraction con- 
tinue , d'arrêter cette fraction à Pun de ses termes , 
et de mettre la fraction continue ainsi tronquée, 
sous la forme d'une fraction ordinaire. 

Exemple. Soit la fraction tttt^tH q u ' il de 
réduire à une forme plus simple. Si on veut se con- 
tenter d'une valeur approchée, on la réduira en 
fraction continue , et on aura la suivante : 

1 

1 + 1 



8 + — 
2 + 



2941176 

dans laquelle on peut , sans erreur sensible , né- 

Sliger la dernière fraction intégrante : négligeant 
onc 7^7777? on trouvera que la fraction continue 

- — 1 se réduit à 75 5 ce qui est une valeur très- 
1 _i 1 

8+- 
2 

approchée de la fraction proposée et la plus appro- 
cnée qu'on puisse obtenir , avec un numérateur et 
un dénominateur composés de deux chiffres. 

75. Si Ton rapproche le procédé qu'on suit pour 
réduire une fraction ordinaire en fraction continue 
de celui que nous avons expliqué pour trouver le 
plus grand commun diviseur de deux nombres, on 
verra que l'on suit la même méthode. Mars dans la 
recherche du plus grand commun diviseur, on ne 
fait attention qu'aux différens restes dont le dernier 
est le diviseur au'on cherche 5 au lieu qu'en em- 
ployant les quotiens successifs , on obtient des frac- 
tions qui approchent de plus en plus de la fraction 
donnée. .j - . 



Digitized by Google 



DE MATHÉMATIQUES. 53 
Des opérations sur les nombres complexes. 

76. Après avoir partagé l'unité en un certain 
nombre de parties , on peut considérer chaque partie 
comme une nouvelle unité plus petite que la pre- 
mière, et la subdiviser en plusieurs parties. 

Chaque subdivision peut être à son tour consi- 
dérée comme une nouvelle unité susceptible d'au- 
tant de divisions qu'on voudra. On donne à ces unités 
différens noms , pour les distinguer les unes des au- 
tres , et on les a introduites dans l'arithmétique pour 
faciliter les opérations des fractions, en les rame- 
nant , autant que cela est possible , aux règles des 
nombres entiers. 

C'est ainsi que la livre (monnoie) a été d'abord 
divisée en vingtièmes qu'on a appelés sous; chaque 
sou a été subdivisé en douzièmes qu'on a nommés 
deniers. 

La toise a été divisée en sixièmes quxjn a nom- 
més pieds ; le pied a été subdivisé en douzièmes 
qu'on a appelés pouces. 

La livre (poids) a été divisée en deux marcs r le 
marc en huit onces, l'once en huit gros , le gros en 
huit grains : mais toutes ces divisions vont devenir 
inutiles, lorsque le nouveau système de poids et me- 
sures , déjà exécuté, sera généralement adopté. Ce- 
pendant, comme on peut encore avoir besoin des 
nombres complexes, ne fût-ce que pour calculer en 
poids et mesures des nations étrangères , nous allons 
dire en peu de mots comment on peut opérer sur ces 
sortes de nombres* 

De l'addition des Quantités complexes. 

• * • 

77. L'addition des quantités complexes se fait 
comme celle des nombres incomplexes. On écrit 

B3 
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tous les nombres proposés les uns sous les autres, 
de manière que ceux de même espèce soient dans 
une même colonne verticale : on commence par 
ajouter les nombres de la plus petite espèce ; on re- 
tient autant d'unités que cette première somme en 
contient de la nature des unités suivantes , pour 
les porter sur la colonne qui va suivre. La réunion 
de toutes ces additions partielles forme la somme 
totale. 

Exemple. On propose d'ajouter ensemble les 
quatre sommes suivantes : 

Je commence par prendre la 44 nv » 1 5s. 3d, 
somme des deniers > qui est 21 : 26 5 6 
dans 21 deniers il y a 1 s. et 9 d. 9 10 9 
J'écris les 9 d. sous la colonne des 1 2 4 3 
deniers , et je retiens 1 s. que je ~ 2 ^ 7~ 
porte à la colonne des unités àesou; 
ce qui donne pour cette colonne i5 s. 5 je pose 5 s. , 
et je retiens une dixaine de sous que je porte sur la 
colonne suivante , ce qui fait en tout 3 dixaines de 
sous. Je prends la moitié de 5, qui est 1 , avec une 
dixaine de reste 5 je , pose cette dixaine , et je re- 
tiens une livre que je porte à la colonne des unités 
délivres, après quoi je continue l'opération à l'ordi- 
naire. 

On voit par cet exemple qu'une seule addition 
complexe est composée de plusieurs opérations dif- 
férentes, et qu'il est nécessaire de connoître com- 
bien il faut d'unités de chaque espèce, pour en faire 
une de l'espèce immédiatement plus grande. 

• # * * 

De la soustraction des Nombres complexes. 

78. La soustraction des nombres complexes se 
fait comme celle des nombres incompîexes ; on écrit 
les quantités de même espèce dans une même co» 
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lonne, et Ton soustrait le nombre inférieur de son 
correspondant supérieur : lorsque le chiffre inférieur 
est plus grand que son correspondant, il faut em- 
prunter une unité sur la colonne précédente. Cet em- 

Î>runt exige deux attentions , Tune pour réduire 
'unité qu'on vient d'emprunter en parties de la même 
espèce que celle de la colonne sur laquelle on 
opère, l'autre pour ajouter le nombre de ces par- 
ties avec celui qui se trouve déjà dans cette même 
colonne. 

Exemple. Soit proposé de 

soustraire de . . • 3 2 57 liv. 5 s. 3 d. 

la somme de 1789 i5 6 

reste > 1467 9 9"" 

Je remarque d'abord que de 3 d. je ne puis pas 
retrancher 6 d. ; j'emprunte donc sur les 5 s. un soti 
que je réduis en îa d.; ajoutant ces 13 d. à 3 d. , j'ai 
i5 d. , dont je retranche 6 d. : le reste est 9 d. que 
j'écris sous la même colonne. Je passe à la eolonne 
des sous , et comme de 4 s. je ne puis pas retrancher 
i5 s. , j'emprunte une livre sur la colonne Suivante, 
je la réduis en 20 s. que je joints aux 4 5 retranchant 
i5 s. de 24 s., il reste 9 s. que j'écris sous les unités 
des sous : on fait ensuite la soustraction des livres à 
l'ordinaire. 

L'addition et la soustraction, comme on voit, ne 
sont pas sujettes à de grandes difficultés ; elles se seiv 
vent mutuellement de preuves, d'après ce que hou* 
avons dit ( 3o ) sur les nombres incompieJces, 

« 

* ... * . 

De la multiplication des Nombres çémp&xes* > 

- 

79. Pour quela multiplication soîtpossibîe, il faut 
que le multiplicateur soit un nombre abstrait (3i) * 
or, la méthode la plus simple de rendre mul- 

D4 



Digitized by Google 



■ 



66 LEÇONS ÉLÉMENTAIRES 

tiplicateur un nombre abstrait, consiste à le réduire 
à ses plus petites espèces, en lui donnant pour 
dénominateur le nombre qui marque combien de 
fois la plus petite espèce est contenue dans la plus 
grande. Pour rendre le calcul plus simple , et la ma- 
nière de procéder plus régulière, on réduit pareille- 
ment le multiplicande à ses plus petites espèces , en 
lui donnant pourdénominateurlenombre qui marque 
combien de fois la plus petite espèce est contenue 
dans la plus grande. 

Exemple. Combien coûteroient 33 toises 4 pieds 
6 pouces de maçonnerie , à raison de 3j liv. 1 7 s, 
6 d. la toise (a) ? 

Je réduis d'abord les 33 toises en pieds 5 en les 
multipliant par 6, j'aurai 198 pieds, qui, ajoutés 
avec les 4 , donnent 202 pieds : je les réduis en pou- 
ces en les multipliant par 125 j'ai 24^4 , qui ajoutés 
aux 6, donnent 2430 pouces : je donne à ce nom- 
bre le dénominateur 72 , qui marque combien de 
pouces il y a dans la toise , le multiplicateur sera 
donc réduit à la fraction 

Je réduis le multiplicande en deniers , en multi- 
pliant d'abord 5j par 20 , ce qui donne 740 s., qui 
ajoutés avec les 1 7 s. font 767 s. : multipliant par 12, 
et ajoutant les 6 d. , on a qoqo d. auxquels on donne 
pour dénominateur 24q , qui marque combien il y" 
a de deniers dans la livre; le multiplicande sera 
donc réduit à la fraction Je multiplie entr'elles 
les deux fractions ( 67) i|fs et ^La. Le produit ett 
* a .°7 8 aVo° 0 - Je divise le numérateur par le dénomina- 
teur ; le quotient est 1278 liv. -f rréï- Je réduis 
cette fraction de livre en sous 5 en la multipliant par 



(a) Nous entendons ici par toise de maçonnerie , la toisç 
en longueur , et non la toise cube qui résulteroit du produit 
des trois dimensions , longueur , largeur et profondeur. 
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20 , j'ai s. : le quotient est 5 s. + 7717. Je réduis 
cette fraction de sous en deniers ; en la multipliant 
par 1 2, j'ai -4777 d. = 7 d. + -^fâ. Cette dernière frac- 
tion se réduit à £ 5 donc le prix que je cherchois 
est 1378 1. 5 s. 7 d. ; d. 

De la division des Nombres complexes. 

80. La division étant une opération inverse de la 
multiplication , on pourra FefFectuer par une mé- 
thode analogue à celle que nous avons suivie pour 
la multiplication ; mais pour procéder avec ordre , 
nous distinguerons deux cas : le premier, lorsque le 
dividende étant complexe , le diviseur est simple ; 
le second , lorsque le dividende et le diviseur sont 
tous les deux complexes. 

Premier cas. On divisera successivement toutes 
les parties du dividende par le diviseur , et on aura 
un quotient composé d'unités de différentes espèces. 

Exemple. On propose de diviser 16 13 liv. 9 s.6d. 
par 2i3 ' y je commence par diviser i6i3 liv. par 
2i3 5 le quotient est 7 liv. avec un reste 122 liv. , 
que je réduis en sous : ce qui fait 244o s. , qui, 
ajoutés aux 9 s. du dividende , donnent a44g à 
diviser par 2i3 5 le quotient est 11, avec un reste 
106, qui, réduit en deniers, fait 1272 d. Ajoutant 
ce nombre avec les 6 d. chi dividende, on a 1278 d. , 
qui , divisés par 2 13 , donnent pour quotient o , sans 
reste. Donc le quotient total est 7 fiv. 11 s. 6 d. ; 
c'est-à-dire que 7 liv. 11 s. 6 d. est la deux cent' 
treizième partie de 161 3 liv. 9 s. 6 d. La raison de 
cette opération est fondée sur ce que nous avons dit 
dans la division des nombres entiers. 

Second cas. Si le dividende et le diviseur sont 
complexes, on commencera par les réduire l'un et 
l'autre aux plus petites espèces j en leur donnant à 
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chacun pour dénominateur , le nombre qui marque 
combien de fois la plus petite espèce est contenue 
dans la plus grande; on aura ainsi une fraction à 
diviser par une autre fraction. On opérera donc 
comme il est dit (70 et 71 \ 

Exemple. 33 toises 4 pieas 6 pouces de maçon- 
nerie ont coûté 1278 liv. 5 s. 7 d. j , combien 
coûtera chaque toise ? 

Il est visible qu'il faut diviser 1278 liv. 5 s. 7 d. j 
par 33 1. 4 p. 6 pou. 5 je réduis le diviseur en pouces , 
et j'ai la fraction A ~. Je réduis pareillement le 
dividende en deniers , et même en demi-deniers , si 
l'on ne veut pas négliger la petite fraction J d. : j'aurai 
la fraction -^r- 1 à diviser par * . Avant de faire 
la division , il convient de simplifier les deux frac- 
tions ; en divisant le numérateur et le dénominateur 
de la première par i5, elle se réduit à ^1— 5 en 
divisant pareillement les deux termes de la seconde 
par 1 8 , elle se réduit à -4 1 . En opérant , comme il 
est dit (70), et réduisant, on trouvera pour la frac- 
tion quotient Vrr« ^ r > ' e nombre fractionnaire 
contient 37 entiers, plus ~f| : cette fraction, réduite 
en sous, et le reste en deniers , donnera pour quo- 
tient 17 s. 6 d. Donc le quotient demandé sera 
Zj liv. 17 s. 6 d. , comme cela doit être (79). 

Cet exemple sert de preuve à celui de la mul- 
tiplication. 

Des Fractions décimales. 

• 

8 1 . La théorie des fractions , considérée de la 
manière la plus générale , est indépendante du sys- 
tème de numération adopté pour le calcul des 
nombres entiers , parce que leurs dénominateurs 
étant différens , la qualité et la nature de leurs» 
parties varie sans être assujettie à aucune lo'k Nous 
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ne concevons et ne comparons facilement que les 
nombres fractionnaires , dont le dénominateur est le 
même , parce que nous regardons le dénominateur 
comme un tout, dont nous^ voyons les différentes 
parties. C'est donc faire un grand pas vers la per- 
fection de l'arithmétiqne , que de n'introduire dans 
le calcul que des fractions qui aient le même dénomi- 
nateur , ou qui puissent y être ramenées facilement. 
On a choisi de préférence , celles qui ont pour dé- 
nominateur 10, 100, 1 ooo, etc. parce que cette 
division décimale étant conforme à l'échelle arithmé- 
tique , elle facilite et simplifie de beaucoup le calcul 
des fractions , en les assujettissant à la même loi que 
les nombres entiers. 

82 . On appelle donc fractions décimales , celles 
dont l'unité est continuellement sous- décuple de 
V unité principale. Telles sont les fractions , , 

rsrô,etc. 

Si Ton conçoit donc l'unité divisée en dix parties, 
chaque partie sera ~ de Punité. Si Ton subdivise ~ 
en dix parties, chaque partie sera ~ de ~ ou ~ de 
l'unité principale : si on subdivise encore 7—- en dix 
parties , chaque partie sera — de , ou do 
l'unité principale , et ainsi des autres divisions. 

83. De même que dans le système de notre arith- 
métique ordinaire , en ajoutant ensemble dix dixai- 
nes , on forme une centaine 5 semblablement si on 
ajoute dix dixièmes , on forme une unité 5 si on ajoute 
dix centièmes , on forme un dixième 5 si on ajoute 
dix millièmes , on forme un centième , &c. 

Les fractions décimales étant assujetties à la même 
loi que les nombres entiers , on peut les écrire les 
unes à côté des autres, en supprimant leur dénomi- 
nateur , puisque la valeur de la fraction sera tou- 
jours déterminée par le rang qu'occupera son numé- 
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rateur. Ainsi pour écrire 75 + 7— , on écrira o,35. 
Le zéro marque qu'il n'y a pas d'entiers, et la vir- 
gule est employée pour désigner où finissent les 
entiers et commencent les fractions. Suivant cet 
ordre , le premier chiffre après la virgule marque 
des dixièmes , le second marque des centièmes , le 
troisième exprime des millièmes, &c. Il en est donc 
des fractions décimales comme des unités simples j 
l'unité de chaque chiffre est dix fois plus petite que 
l'unité du chiffre qui le précède vers la gauche. 

84. D'après ce que nous venons de dire, il est 
facile d'énoncer un nombre qui contient des par- 
ties décimales. Soit , par exemple , 345,732 : les 
chiffres écrits à la gauche de la virgule représentent 
trois cent quarante-cinq unités ; le chiffre 7 qui 
vient immédiatement après la virgule, exprime sept 
dixièmes ; le chiffre 3 exprime trois centièmes 5 le 
chiffre 2 exprime deux millièmes. Par conséquent 
le nombre proposé peut s'énoncer ainsi : trois cent 
quarante-cinq unités , sept dixièmes , trois centiè- 
mes et deux millièmes. Mais si l'on considère que ~ 
est la même chose que 7^, que 7^ est la même 
chose que -pl^s > on pourra énoncer la partie déci- 
male d'une manière encore plus simple , en disant 
sept cent trente-deux millièmes. Par où l'on voit 
que quoique ces fractions aient chacune un dénomi- 
nateur différent , il est aisé de les réduire au même 
dénominateur , à l'inspection seule des chiffres qui 
doivent composer le numérateur 5 il suffit de nom- 
mer les chiffres décimaux comme s'ils marquoient 
des nombres entiers, et de leur donner pour déno- 
minateur commun le dénominateur qui conviendroit 
au dernier chiffre. 

: . » 

85. Puisque la virgule fait la séparation des par- 
ties décimales d'avec les unités principales , il est 
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clair qu'en avançant cette virgule d'un rang vers la 
droite ou vers la gauche , on rendra le nombre dix 
fois plus grand , ou dix fois plus petit. Soit , par 
exemple , le nombre 354,27 , en avançant la vir- 
gule d'un rang de plus , on écrit 3542,7 ; on voit 

Sue les centaines du premier nombre deviennent 
es mille; les dixaines deviennent des centaines; 
les unités, des dixaines; les dixièmes, des unités ; 
les centièmes , des dixièmes : donc par le déplace- 
ment de la virgule, chaque partie du nombre proposé 
est devenue dix fois plus grande ; le nombre lui- 
même est donc devenu dix fois plus grand. Au 
contraire , en reculant la virgule vers la gauche , le 
nombre deviendroit dix fois plus petit. 

On voit par un raisonnement semblable , qu'en 
avançant la virgule vers la droite , de deux , de trois , 
de quatre rangs , on rendroit les nombres 100 fois, 
1000 fois, 10000 fois plus grands; et qu'au con- 
traire , en les reculant vers la gauche , de deux , de 
trois , de quatre rangs, on rendroit le nombre 100 
fois, 1000 fois, 10000 fois plus petit. , 

86. On ne change point la valeur d'un nombre 
ui contient des décimales , en écrivant à îa droite 
e ce nombre autant de zéros qu'on voudra : ainsi, 

par exemple, 35,24 est la même chose que 35,a4oo ; 
car le premier nombre signifie trente -cinq unités 
deux dixièmes quatre centièmes , et le second mar- 
que trente -cinq unités deux dixièmes quatre cen- 
tièmes , zéro de millièmes, zéro de dix millièmes : 
donc la valeur est la même. Réciproquement, si, à 
la droite des figures décimales , il se trouve des zé- 
ros , on pourra supprimer ces zéros, sans changer la 
valeur. 

87. Puisque les fractions décimales sont assu- 
jetties au principe fondamental de l'arithmétique, il 
«'ensuit que toutes les règles qui dérivent de ce prûv 
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cipe , s'y appliqueront comme sur les nombres en- 
tiers. La seule attention à avoir consiste dans la ma- 
nière de placer à propos la virgule qui indique 
l'unité principale ; mais cela est si facile , que sou- 
vent , en faisant une opération avec l'attention con- 
venable, on pourroit deviner de soi-même à quel 
endroit elle doit être placée, sans qu'il soit besoin 
d'une règle pour le dire. 

De reddition. 

88. Pour faire l'addition des quantités décimales, 
écrivez les sommes à ajouter les unes sous les autres , 
en mettant toutes les virgules dans une même co- 
lonne; ajoutez les chiffres comme s'ils représentoient 
des entiers, et, dans le total, placez la virgule au 
même rang où elle est déjà dans les nombres supé- 
rieurs. 

Exemples. 

38,07 342,53 87,433 

45,23 4 2 7> 2 ° 85,3o5 

7 3,38 . 58,o5i 75,o63 - 

64,5a 4o5,i 8 42*370 

231,70 ia5o,g6 290,070 

La raison de cette opération est évidente, puisque 
dix unités de chaque colonne valent 1 , par rapport 
à la colonne suivante. 

De la Soustraction. 

89. Pour faire la soustraction des décimales , écri- 
vez les deux nombres proposés , l'un au-dessous de 
l'autre, de manière que les virgules se répondent; et 
dans le nombre qui exprime le reste , mettez la vir- 
gule au même rang où elle est déjà, dans les deux 
nombres supérieurs. 
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Exemples. 

58,536 76,324 63,oo5 

27,3^4 47,546 46,358 

11,212 28,778 16,647 

De la multiplication des Décimales. 

90. Pour faire la multiplication des décimales 
ar des entiers, ou par d'autres décimales, écrivez 
es deux nombres proposés l'un au-dessous de l'au- 
tre , comme il a été dit dans la multiplication des 
entiers ; multipliez à Pordinaire,sans faire attention à 
la virgule, et ensuite, dans le produit, séparez autant 
de chiffres à droite , au moyen de la virgule, qu'il y a 
de décimales au multiplicande et au multiplicateur. 

Exemples. 

25,85 47^5 54,26 

49 32,5 55,07 

2i465 *36i5 37982 

g54o 9446 27130 

\ 11 68,65 ^*69 |gg?g 

.•■ 1634,975 1902,8982 

Dans le premier exemple, nous avons multiplié 
des entiers et des décimales par des entiers, et nous 
avons séparé dans le produit autant de chiffres qu'il 
y a de décimales au multiplicande. La raison de cette 
opération est évidente : car en faisant la multiplica- 
tion sans considérer la virgule, on suppose le multi- 
plicande cent fois trop grand. Le produit est donc 
cent fois trop grand : onle ramène à sa vraie valeur, 
en séparant les deux derniers chiffres du produit. 

Dans le second exemple, le multiplicande, et le 
multiplicateur contiennent des décimales : en sup- 
primant la virgule des deux facteurs, on rend le 
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premier cent fois trop grand , et le second, dix fois 
seulement. Le produit est donc mille fois trop grand : 
on le ramènera à sa juste valeur, en séparant trois 
chiffres par la virgule. t 

C'est par la même raison qu'il faut en séparer 
quatre dans le troisième exemple. 

91. Dans la multiplication des décimales, on 
peut à volonté faire changer de place à la virgule 
du multiplicande et du multiplicateur, pourvu qu'en 
l'avançant de droite à gauche dans un des deux fac- 
teurs , on l'avance d'autant de gauche à droite dans 
l'autre facteur : on peut donc faire ensorte qu'un des 
deux nombres soit sans décimales , ce qui rend la 
question plus simple. 

On peut aussi placer la virgule dans le courant de 
l'opération même, lorsqu'on multipliera les unités 
par les unités , parce que le produit qui en résulte 
ne peut être que d'unités. 

Toutes ces différentes remarques sont des consé- 
quences déduites du principe fondamental de la nu- 
mération ; savoir, que dans les décimales comme 
dans les nombres entiers, un chiffre transposé d'un 
rang vers la gauche , acquiert une valeur décuple. 

92. Il peut arriver que les deux facteurs dé la 
multiplication soient si petits, que le produit ne con- 
tienne pas assez de chiffres pour en séparer, par la 
virgule, un nombre égal à celui des décimales du 
multiplicande et du multiplicateur. Il faut alors 
ajouter autant de zéros à la gauche , qu'il manque 
de chiffres , comme on le verra dans les exemples 
suivans : 

• 

i5,o4 a,o3 a,ooi 

o,oo3 o,oo4 o,oo5 

1 1 mu 1 - 

o,o45ia 0,00813 o,oo6oo5 

90. 
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93. Il ne faut pas confondre dans les décimales , 
un zéro placé à droite avec un zéro placé à gauche ; 
le premier ne change pas la valeur de la fraction, 
tandis que le second la rend dix fois plus petite. 

Ce seroit le contraire dans les nombres entiers. 
Un zéro placé à gaucherie changeroit pas sa valeur, 
tandis qu'un zéro placé à droite le rendroit dix fois 
plus grand. 

g4. Lorsque le multiplicande et le multiplicateur 
sont composés d'entiers et de décimales , là règle 
générale de la multiplication a souvent l'inconvé- 
nient de donner une approximation plus grande qu'il 
ne faut; car si les deux facteurs, par exemple , con- 
tenoientdes centièmes , le produit contiendroit des 
dix millièmes ; or je suppose qu'on ne veuille con- 
server dans le produit que les décimales du même 
ordre que dans le multiplicande 3 voici comment il 
faut s'y prendre pour n'avoir que les décimales né- 
cessaires. 

On écrira le multiplicateur au-dessous du multi- 
plicande , de manière que le chiffre des unités du 
multiplicateur soit au-dessous du dernier chiffre du 
multiplicande. Ensuite on commencera par le der- 
nier chiffre à gauche du multiplicateur, qu'on mul- 
tipliera comme à l'ordinaire (a) par tous ceux du 



(a) Dans la manière ordinaire de faire la multiplication , 
on commence par les unités du multiplicateur qu'on multi- 
plie par celles du multiplicande ; mais rien n'oblige à corn* 
mencer par la droite du multiplicateur : on peut également 
commencer par la gauche (35 ). Cette méthode a même 
l'avantage de donner tout do suite les chiffres de la plus 
grande valeur , et ce sont ceux qui dans les multiplications 
des grands nombres intéressent le plus : souvent même oit 
ne fait la multiplication que pour connoître ces derniers 
chiffres j c'est en cela que consiste un des avantages du calcul 
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multiplicande , en commençant par le dernier à 
droite , et en allant successivement vers la gauche j 
on continuera de même par le second chiffre du 
multiplicateur j mais en écrivant le produit , on ne 
tiendra compte que des dixaines que la multiplica- 
tion du premier chiffre du multiplicande pourra 
donner ; on les ajoutera au produit de son second 
chiffre, et on écrira la somme sous le premier chiffre 
du produit déjà écrit; on se servira du troisième 
chiffre du multiplicateur pour multiplier ceux du 
multiplicande à ne commencer qu'au second , en- 
core faudra-t-il ne retenir que les dixaines de ce 
produit pour les ajouter aux unités du suivant $ on 
écrira la somme sous les deux produits déjà écrits : 
à mesure qu'on avancera vers la droite du multipli- 
cateur, on commencera la multiplication par un 
chiffre plus avancé vers la gauche du multiplicande , 
et négligeant les unités de ce produit , on n'en re- 
tiendra que les dixaines , qui seront toujours de la 
nature du premier chiffre écrit au produit. 

Exemple* On demande le produit de 34,56 par 
3,78 aux millièmes près. 

On commence la multiplication par le 3 • • . 
du multiplicateur, et il est visible que trois 34,56* 
unités par 6 centièmes donneront 18 cert- 3,78 
tîèmes , donc le 8 marquera des centièmes. ^gg 
En passant au second chiffre du multi- ^ 
plicateur , on observera que 7 dixièmes g. 

par 6 centièmes donnent 42 millièmes; on 

néglige les 2 millièmes, et l'on ne retient 128,0,0 

que les 4 centièmes, pour les ajouter au 

— — — — — — — — . — ~ 

des logarithmes , lesquels donnent toujours dans les multi- 
plications, comme dans les divisions , ainsi que dans les élé- 
vations aux puissances et dans l'extraction des racines , les 
chiffres suivant Tordre de leur rang , à commencer par le 
plug élevé , c'est-à-dire en allant de gauche à droite. 
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produit de 7 par 5. Par la même raison , 8 centiè- 
mes par 5 dixièmes donnent encore des millièmes; 
on néglige les unités , et Ton retient les dixaines pour 
les ajouter au produit de 8 par 4 5 on écrit les pro- 
duits comme on le voit, et la première colonne 
marque des centièmes ; la seconde des dixièmes , &c. 
donc , &c. 

Pour pouvoir distinguer à quelles décimales du 
multiplicande et du multiplicateur on en est chaque 
fois , on les marque d'un point à mesure qu'on s'en 
sert. 

De la division des décimales. 

95. Pour faire la division des décimales, faîtes la 
division à l'ordinaire , sans avoir égard à la virgule $ 
ensuite séparez dans le quotient autant de chiffres 
de droite à gauche qu'il y en a de plus dans les déci- 
males du dividende , que dans celles du diviseur. 
Cette règle est générale et aisée à concevoir î cepen- 
dant elle peut causer quelqu'embarras , lorsque le 
diviseur a plus de décimales que le dividende. Dans 
ce cas, on ajoute au dividende autant de zéros qu'il 
en faut pour qu'il ait autant de décimales que le 
diviseur, ce qui permet d'ôter la virgule du divi- 
dende et du diviseur , et parce qu!on peut en 
faire autant dans le diviseur lorsqu'il a un plus petit 
nombre de décimales que le dividende : nous pou- 
vons établir la règle suivante : 

Faites en sorte que le nombre des décimales 
soit le même dans le dividende et le diviseur * 
supprimez ensuite la virgule , et opérez comme" 
sur les nombres entiers. EneîFet, en supprimant 
la virgule de part et d'autre , nous rendons le divi- 
dende et le diviseur plus grands , en conservant leur 
premier rapport ; donc le quotient sera lè n>ême 
que si nous avions laissé subsister la virgule. 

E 2 
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Exemple, On propose de diviser 1 3 1,7935 par 
i5,23. 

J'ajoute deux zéros aux décimales du diviseur , et 
supprimant la virgule de part et d'autre , je divise 
i3i7935 par i523oo : le quotient est 8 avec un 
reste 99Ô35, qui doit être divisé par i523oo ; mais 
le dénominateur étant plus grand que le numéra- 
teur , j'ajoute un zéro au numérateur , ce qui le 
rend naturellement dix fois plus grand qu'il n'est , 
mais aussi j'écris son quotient au rang des dixièmes, 
en mettant une virgule après le 8. Ce quotient est 6. 
Je le multiplie par le diviseur 5 soustraction faite, il 
reste 8i55o. J'ajoute un second zéro à côté de ce 
reste , et je continue la division par le même divi- 
seur ; j'ai 5 pour quotient , avec un reste que je 
néglige. 

On pourroit aussi, comme dans la multiplication; 
placer la virgule dans le courant de l'opération , 
lorsqu'on divisera des unités par des unités , des 
dixames par des dixaines , ou des centaines par des 
centaines. 

Exemple. On propose de diviser 19,936 par 3,2. 
Je les écris comme les entiers 1 9,936 3,2 



6,?3 

Je fais en sorte qu'il n'y ait point de décimale au 
diviseur , ou , ce qui est la même chose , j'avance la 
virgule d'un rang de part et cFautre > et je dis ensuite , 
en 199 unités combien de fois 32 unités ?Le quotient 
est 6 unités , puisque le 6 marque les unités du quo- 
tient : les chiffres qui viendront après marqueront 
les décimales, donc la virgule doit être placée à 
eÔtédù6. 7 

• ■ « s 

.. 96. Toutes les fois que la division laisse un reste , 
dans le premier exemple , la théorie des dé- 
cimales nous donne le moyen d'approcher d'aussi 
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près qu'on voudra du véritable quotieut. Nous allons 
appliquer la méthode à un exemple. 

Soit proposé de diviser 27 par 4, le quotient est 6 y 
avec un reste 3 , qui doit être divisé par 4 : si je 
mets un zéro à côté du 5 , j'aurai 3o , que je divi- 
serai par 4 5 le quotient est 7 , avec un reste 2 : mais 
le 7 est 10 fois trop grand , puisqu'il provient de la 
division de 3o par 4 , au lieu que jedevois diviser 3 
par 4 : pour le rappeler à sa juste valeur , je le met- 
trai au rang des dixièmes. Par la même raison , la 
reste 2 est 10 fois trop grand 5 si je le multiplie 
encore par 10 , il sera 100 fois trop grand ; mais le 
quotient qui en proviendra sera au rang des centiè- 
mes 5 donc l'erreur sera corrigée. 

Il faudra donp suivre la règle suivante. Après 
avoir fait la division suivant les règles ordinaires , et 
avoir trouvé un reste , mettez un zéro à côté du 
reste , et continuez la division par le même divi- 
seur 5 écrivez le quotient au rang des dixièmes, ou, 
ce qui revient au même ,. placez la virgule à côté 
des unités du quotient , et mettez le chiffre dont 
nous venons de parler après la virgule 5 s'il y a un 
reste, mettez un second zéro à côté du second reste, 
et continuez la division ; y s'il y a encore un reste, 
mettez un troisième zéro, et ainsi de suite, comme 
on le voit dans l'exemple suivant: 

Presque toutes ces di- 3gi 
visions se continuent à 
l'infini , en sorte qu'en 
pareil cas on ne peut 
avoir un quotient exact y 
mais on peut pousser l'ap- 
proximation aussi loin 
qu'on veut , ce qui est un 3 e reste 
avantage de cette mé- 
thode. 4 e reste. 



21 



18,6190 4 



i cr reste. 
2 e reste. 
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97. On peut aussi abréger l'opération par une 
méthode inverse de la multiplication (94)- Cette 
méthode est très-commode. Lorsque le dividende 
et le diviseur sont composés d'un grand nombre de 
chiffres , et qu'on ne veut pousser l'approximation 
dans le quotient, que jusqu'à un ordre déterminé 
de décimales. 

Exemple. Diviser 368 3 45 par 12,1 5, 
Je fais la division à l'ordinaire , et après avoir 
trouvé au quotient 3o entiers et 455 pour reste, je 
ne mets pas de zéro à côté de ce reste , mais je 
continue la division comme s'il y étoit , en disant , 
en 4 combien de fois 1 ? 3 fois : j'écris 3 au quo- 
tient. Je multiplie 3 par 3 , le produit est 9 : je ne 
l'écris pas au-dessous du diviseur ; mais le prenant 
pour une dixaine 3 parce qu'il n'en diffère pas de 
beaucoup , je l'ajoute avec le produit de 5 par le 
chiffre suivant du diviseur. Par cette méthode , j'au- 
rai 364 à soustraire de 455 : le reste sera 91. Sans 
ajouter de zéro , je divise 9 par 1 : le quotient est 7, 
que je multiplie par le second chiffre du diviseur , 
encore faudra-t-il ne retenir que les dixaines de ce 
produit 5 mais comme jx 1=7 est plus grand que 5, 
je le prends pour une dixaine. Le produit à sous- 
traire sera donc 85 : le reste est 6. Je n'ajoute pas 
de zéro , mais je divise 6 par 1 : le quotient ne peut 
être que 5 3 parce que la multiplication de 5 parle 
troisième et le quatrième chiffre du diviseur, en ne 
retenant que les dixaines du 5 par a , donne 6 ; donc 
le quotient est 5o,375 , comme on l'auroit trouvé si 
l'on eût fait la division selon la règle générale, 

98. On peut encore , par les mêmes principes, 
réduire une fraction ordinaire en fraction décimale, 
La règle à suivre est de diviser le numérateur par le 
dénominateur y eu ajoutant àu premier autant de 
zéros qu'on veut avoir de décimales au quotient. 
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Ainsi , pour réduire \ en décimales , on divise 3oo 
par 4 5 on a 75 au quotient , que Ton écrit 0,76. On 
met les 75 au rang des décimales , parce qu'on 
avoit ajouté deux zéros au dividende. 

Au lieu d'ajouter au numérateur un certain nom- 
bre de zéros à-la-fois , on peut ne les ajouter que 
successivement : dès qu'on parvient à n'avoir plus 
de reste , l'opération est finie 5 mais tant qu'il y a 
un reste , on peut continuer à ajouter des zéros, et 
pousser l'approximation aussi loin qu'on voudra» 

Pour réduire la fraction y en décimales, on ajou- 
tera un zéro au numérateur, on divisera 10 par 3 , 
le Quotient est 3 , et 1 de reste 3 on ajoutera un zéro : 
et l'on aura encore 10 à diviser par 3; le quotient 
sera 3 et 1 de reste : on ajoutera un troisième zéro, 
et l'on continuera à l'infini j^donc y = o,3333. . . à 
l'infini. 

On réduiroit de même en décimales toutes les 
autres fractions , et l'on peut s'exercer à vérifier la 
table suivante : 

Réductions de quelques fractions ordinaires en 
fractions décimales exactes ou approchées. 



0,5 y ... 0,533333 y.. 0,2 

4 ... 0,25 0,166667 o$*4&firj 

0,125 77 o,o83333 0,111111 



... 
• • • 



■g • • • ) *»v Ta • • w,wuwi/uu y 

0,o625 ^ . . 0,041667 0,090909 

o,o3i25 -g- . . o,o2o833 0,076993 

0,Ol5625 O,Ol04l7 -^. 0,066667 

^ . 0,007812 7—.. 0,006208 77. oi,o58824 

jy^ . 0,005906 3-^.. 0,0026o4 -p,. 0,0 5 263 2 

0,001953 T^g*. O,00l3o2 -7. O,0476l9 
0,000977 Ty'yj. 0,OOo65ï 

• • • » • « 

Ces fractions ont toutes pour numérateur l'unité : 
les deux premières colonnes renferment les frac- 

E4 



1 

éT ■ • 

1 



1 

1 014* 
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tions qui viennent de la bîsection continuelle de J 
et | 5 la troisième contient les valeurs de quelques 
autres fractions dont les dénominateurs sont impairs. 

Lorsqu'une fraction proposée dont le dénomina- 
teur est dans la table , aura un numérateur autre 
que l'unité , on multipliera la fraction décimale de 
la table par le numérateur; ainsi, pour avoir la va- 
leur de la fraction , on multipliera o,o3 1 25 par 1 5, 
ce qui donnera 0,46875. 

99. Par tout ce que nous venons de dire sur les 
décimales , il est aisé de sentir que le grand avan- 
tage qu'elles procurent à l'arithmétique , est de 
pouvoir traiter les fractions de la même manière que 
l'on traite les entiers. Cet avantage est sur-tout sen- 
sible dans le nouveau système des poids et mesures 
où toutes les divisions sont réduites en décimales ; 
ce qui facilite infiniment tous les calculs , et abolit 
les opérations de l'arithmétique sur les nombres 
qu'on appelle complexes , et qui font le tourment 
de ceux qui apprennent l'arithmétique. Il n'y a dans 
l'usage des fractions décimales qu'une difficulté, 
c'est que leur valeur n'est le plus souvent qu'appro- 
chée. En effet , on ne peut exprimer d'une manière 
exacte, en décimales, que les fractions dont les 
dénominateurs sont 2 , 5 , ou un multiple de 2 ou 
de 5 , sans aucun autre facteur. Pour toutes les 
autres fractions , si on veut les réduire en décimales 
par Ja division, l'opération se continue à l'infini ; 
mais il arrive toujours qu'un certain nombre de 
chiffres, du quotient se répètent ensuite à l'infini 
dans le même ordre. En effet, comme le reste 
de chaque division est nécessairement moindre que 
le diviseur , il est clair qu'il ne peut y avoir qu'un 
certain nombre de restes différens ; par conséquent , 
dès qu'on sera parvenu de nouveau à un même 
reste , l'opération se continuera de la même ma- 
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nière, et ainsi de suite à l'infini. On appelle ces 
fract ions périodiques; telle est la fraction y=o,333. 
Ce seroit sans doute un grand inconvénient , si dans 
l'usage ordinaire de la vie on étoit astreint à une 
précision rigoureuse $ mais c'est précisément ce qui 
n'est pas 5 car dans toutes les divisions , nous avons 
une limite au-delà de laquelle on ne va pas. Dans les 
monnoies , on ne va pas au-delà du denier; dans les 
mesures de longueur, on ne va pas au-delà du 

Î)ouce ou de la ligne ; il n'y a donc qu'à fixer cette 
imite dans les décimales , suivant la nature des uni- 
tés que l'on prendra. 

Au reste, on peut convertir aisément une frac- 
tion décimale en fraction ordinaire, comme on con- 
vertit une fraction ordinaire en fraction décimale 5 
on n'a qu'à lui donner le dénominateur qui lui con- 
vient , et la réduire ensuite à l'expression la plus 
simple. Ainsi 0,75 = 5 et divisant les deux termes 
che cette fraction par i5 , elle deviendra ^. 

IOO. Quant aux fractions périodiques, on aura 
leurs valeurs exactes, en considérant à part la partie 
périodique, et y substituant une fraction ordinaire , 
dont le numérateur soit formé des chiffres qui com- 
posent la période, et dont le' dénominateur con-i» 
tienne un égal nombre de 9 mis à la suite l'un de 
l'autre. Par exemple, la fraction o,333. . . se réduit 
à | = j : ce qu'on peut démontrer de la manière 
suivante. 

En avançant la virgule d'un rang vers la droite , 
j'ai laTraction 3,333. . .dix fois plus grande que la 
proposée; si j'en retranche la proposée, il me res- 
tera 3 entiers , quantité 9 fois seulement plus grande 
que la fraction donnée : donc, si je la divise par g , 
j'aurai |,quantité égale à la fraction donnée o,333...Ôn 
en verra une démonstration générale dans l'algèbre. 

Si le numérateur et le dénominateur de la fraction 
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décimale n'avoient pas un diviseur commun , pour la 
réduire en fraction ordinaire, il faudroit se contenter 
d'une valeur approchée 5 et les fractions continues 
peuvent être d'un grand secours pour cet objet. 
Ainsi , s'il falloit réduire la fraction décimale o,s53 
en fraction ordinaire , je commencerois par la ré- 
duire en fraction continue 1 

Négligeant la dernière fraction , 3^1^ j 

ou même les deux dernières, il 1 H 1 

1 1 20 + — 

restera — - (a). 12 

3+i 4 v J 

Application des fractions décimales au nouveau 
système de poids et mesures. 

ÎOI. Depuis long -temps des hommes éclairés 
avoient senti la nécessité de réformer en France les 
poids et mesures, pour substituer au nombre pro- 
digieux de celles qui existent , un système simple et 
uniforme , dont les divisions se prétassent le plus fa- 
cilement au calcul , et qui dérivât d'une mesure fon- 
damentale indiquée par la nature. Trois unités pou- 
voient rempHr ces conditions : la longueur du pen- 
dule, un quart de la circonférence de l'équateur, ou 
un quart de celle du méridien. Des raisons particu- , 
lières déduites de la généralité du système qu'on pro- 
pose , ont fait adopter ce dernier pour une unité 
réelle , et la dix millionième partie de cet arc pour 
unité usuelle. On a donc mesuré ce quart du méri- 
dien, à l'aide de la géométrie et delà physique, et 



(a) Dans l'exemple cité , il eût été plus simple de remar- 

265 25o+3 ... * 

quer que « =5 , et négligeant la dernière trac- 

* 1 1000 1000 ' 0 0 

a5o 1 

lion, on a = . 

1000 4 
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sa longueur une fois bien déterminée, a servi pour 
toutes les autres mesures. 

1 02. On distingue cinq espèces de mesures dif- 
férentes ; savoir, i°. les mesures linéaires ; 2°. les 
mesures agraires ou de superficie; 3°. les mesures 
de solidité ou de capacité ; 4°. les mesures qui 
servent à peser les corps , et qui sont connues sous 
le nom de poids; 5°. les monnoies. 

Des mesures linéaires. 

103. L'arc du méridien qui traverse la France, 
ayant été mesuré avec toute l'exactitude que peu- 
vent donner les instrumens et les méthodes les plus 
modernes, on a conclu de cette mesure la distance 
qui se trouve entre le pôle et Péquateur. Cette dis- 
tance répond à 30794580 pieds : on a divisé cette 
longueur en dix parties 5 chacune de ces dix , en dix 
autres , et ainsi de suite. La septième de ces subdivi- 
sions a donné une longueur de 3 pieds 1 1 lignes 
et f± , que l'on a adoptée pour mesure usuelle \ et 
à laquelle on rapporte toutes les autres. C'est pour 
cela qu'on la nomme mètre , du mot grec qui veut 
dire mesure. 

■ ^ ' * • « • • . - . • » . « 

Le mètre a été subdivisé en dix parties, qu'on a 
nommées décimètres , et chaque décimètre est de 
nouveau divisé en dix , qu'on nomme centimètres. 

On a aussi formé des multiples du mètre , de dix 
en dix , qu'on a désignés par les noms suïvans : déca- 
mètre ; hectomètre , kilomètre , myriamètre , &c k 

Pour pouvoir mieux juger de leur longueur, en 
les comparant aux mesures anciennes déjà connues , 
nous allons les ranger dans le tableau suivant: 
Centimètre. Centième partie du mètre, valant un 

peu plus de 4 lig. et demie. 
Décimètre. , m Dixième partie du mètre, valant à- 

peu- près 45 lig. ou 3 pouces 9 lig. J 
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Mètre Unité de mesure pour toute la France r 

c'est la dix millionième partie du 

3uart du méridien : sa longueur est 
e 3 pieds 1 1 lig. f± m 
Décamètre. Dix fois la longueur du mètre , 3o 

pieds 9 pouces 6 lig. 
Hectomètre. Longueur de cent mètres. Cette me- 
sure sera peu usitée. 
Kilomètre.. Longueur de mille mètres , environ 

5i3 toises. 

Myriamètre. Sa valeur est de dix mille mètres, en- 
viron 5i32 toises, ce qui est un peu 
plus qu'une poste. Les mesures itiné- 
raires s'expriment en myriamètres. 
C'est aussi à la grandeur de la terre que se rappor* 

tent les mesures de superficie , de capacité , les poids , 

et les monnoies. 

Des mesures agraires ou de superficie (a). 

lo4. Les mesures agraires ou de superficie, sont 
des quarrés dont les côtés sont des multiples ou des 
sous-multiples du mètre 5 et une surface qui a un 
mètre de longueur et un mètre de largeur, sera un 
mètre carré , et servira pour unité dans la mesure 
des surfaces. 

Une surface carrée, dont chaque côté est de dix 
mètres, servira pour mesurer les grandes surfaces, 
comme les jardins, les prés, les champs. On l'a 
nommée are y du mot latin area, surface. 



(a) Les mesures agraires et de solidité doivent être trai- 
tées dans la géométrie ; nous n'en parlons ici, que pour 
montrer leur analogie avec le système décimal et leur dé- 
pendance du mètre ; d'ailleurs ce que nous en disons ne sup- 
pose d'antres connoissances géométriques, que la notion d'ua 
quarré et d'un cube. 



1 J 



UIQItlZQw Dy 



Google 



DE MATHÉMATIQUES. 77 

L'are a été subdivisé en dix et en cent parties, 
connues sous le nom de déclare , centiare. 

On a aussi formé des multiples de Tare , de dix en 
dix , auxquels on a donné les noms de déca-are, hec- 
tare y myriare y &c. On trouvera ces noms dans le 
tableau suivant , ainsi que le rapport de ces mesures 
avec les anciennes. 

Centiare. La centième partie de lare : sa valeur est 
un mètre carré. ' 

Déciare. La dixième partie de Tare : sa valeur est 
équivalente à dix mètres carrés. 

Are. . . . Unité de mesure pour l'arpentage : c'est 
un carré ayant dix mètres de longueur et 
dix mètres de largeur. Il est l'équivalent 
d'environ a5 toises carrées. 

Déca-are. Dix ares, ou environ a5o toises carrées : 
il ne sera guère en usage. 

Hectare. C'est une superficie contenant cent ares: 
il peut être employé pour l'évaluation 
des terreins d'une certaine étendue : sa 
/ valeur est un peu moins que le double du 
grand arpent de cent perches carrées. 

Myriare, C'est une étendue de dix mille ares, équi- 
valente à-peu-près à deux cents arpens, 
propre à mesurer les territoires considé- 
rables y tels que ceux des communes, 
des cantons , &c. 

Des mesures de capacité ou solidité. 

lo5. L'unité de mesure pour les solides ou les 
capacités, seroit naturellement le mètre cube 5 mais 
on ne pourroit s'en servir que pour mesurer de 
grands volumes. On a préféré prendre pour unité 
, usuelle le décimètre cube , qu'il ne faut pas con- 
fondre avec la dixième partie du mètre cube. Pour 
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la désigner, on a adopté le mot de litre > qui repré- 
sentoit une pareille mesure chez les Grecs. Ses frac- 
tions décimales seront parconséquent les décilitres , 
centilitres; et ses multiples des décalitres , hecto- 
litres, hilolitres. En voici le tableau : 
Centilitre. Ou centième partie du litre , est une 
mesure qu'on peut comparer aux pe- 
tits verres pour la liqueur ou i'eau-de- 
vie. 

Décilitre, Ou dixième partie du litre ; c'est à peu- 
près l'équivalent d'un gobelet ordi- 
naire. 

Litre.... Sa capacité est celle d'un décimètre 
cube 5 il diffère peu de la pinte de Pa- 
ris, et servira aux mêmes usages, soit 
pour les liquides, soit pour les graines. 

Décalitre. Ou dix litres , peut tenir lieu du boisseau 
pour la mesure du bled et de toutes 
sortes de graines. 

Hectolitre. Ou cent litres, peut servir pour mesurer 
plusieurs matières sèches, telles que les 
grains, le sel , le charbon. 

Kilolitre... Capacité égale au mètre cube; c'est 
à-peu-près le tonneau de mer d'aujour- 
d'hui. 

Le mètre cube, employé à mesurer les solides 
comme les bois de chauffage , une masse de mâçon- 
nerie , &c. prend le nom de stère , du mot grec 
ffTzpsaf, qui veut dire solide. 

Des poids. 

106. Un poids égal à celui de l'eau distillée, sous le 
volumed'un centimètre cube,s'appelle gramme, du 
mot grec ypa^uct. Ses fractions décimales sont nom- 
mées décigr animes , centigrammes... , et ses mui- 
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tiples, décagrammes , hectogrammes , kilogram- 
mes, myriagr animes. Le tableau suivant va en pré- 
senter la nomenclature et la comparaison avec les 
mesures connues. * 

Centigramme, Poids cent fois moindre que le 

gramme , environ un cinquième 
de grain. 

Décigramme.. Dixième partie du gramme, pèse 

un peu moins que deux grains. Ces 
deux divisions seront très-en usage 
dans la pharmacie, et chez les la- 
pidaires pour la pesée des dia- 
mans , &c. 

Gramme Equivaut au poids de l'eau pure, 

sous le volume d'un centimètre 
cube , ce qui fait à-peu-près dix- 
neuf grains. Il est très-propre pour 
servir d'unité dans la pesée des ma- 
tières précieuses , telles que l'or, 
l'argent, &c. 

Décagramme . Poids de dix grammes; son double 

est un peu moins que les deux tiers 
d'une once. 

Hectogramme. Poids de cent grammes , à-peu- 
près trois onces et demie. 

Kilogramme . . Poids de mille grammes, très-com- 
mode pour la vente des matières 
les plus communes 5 c'est à-peu- 
près deux livres d'aujourd'hui. 

Myriagramme. Poids de dix mille grammes , un 

peu plus que vingt livres d'aujour- 
d'hui. On s'en servira pour les plus 
grandes pesées qu'on sera dans le 
cas de faire dans l'usage ordinaire. 



x 
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Des Monnoies. 

107. L'unité monétaire qui s'appelle franc , se 
divise en dix parties appelées décimes , et le décime , 
en dix parties appelées centimes. Le poids du franc 
est de cinq grammes d'argent , à l'alliage d'un 
dixième. Il en résulte que le franc vaut au moins 1 J 
pour | de plus que la livre tournois , c'est-à-dire, 
20 sous 3 deniers. Ainsi la pièce de cinq francs vaut 
5 livres 1 sou 3 deniers de l'ancienne monnoiej et 
l'écu de 6 livres de l'ancien système ne vaut que 
5 francs o,3 centimes à-peu-près. 
Centime. La centième partie du franc ou de l'unité 

de monnoie : sa valeur est à-peu-près 2 

deniers. 

Décime. La dixième partie du franc , équivaut 

à-peu-près à 2 sous. 
Franc. Unité principale de la monnoie, qui vaut 

3 deniers de plus que la livre tournois. 
Ces notions préliminaires étant une fois établies, 
les opérations de l'arithmétique sur ces nouvelles 
divisions ne peuvent souffrir aucune difficulté : ce 
sont en général celles que nous avons expliquées 
dans les décimales. Nous nous contenterons de 
donner ici quelques exemples 5 les principes sont 
assez détaillés (n os . 88 etsuivans). 

De l'addition des francs , décimes et centimes. 
lo5. Exemple. On propose d'ajouter: 

g^ 2 francs g décimes 4 centimes ^ QU 542 fr ^g4 

48 6 8 ou 48, 68 

357 8 5 ou 357, 85 

427 07 ou 427 , 07, 

Total... 1376, 54 (a). 

(a) Les décimales de la somme sont 5 décimes et 4 centi- 

s£ édition 
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De l'addition des Mesures de longueur pour les 

étoffes. 

Exemple. On demande la longueur totale de» 
étoffes suivantes i 

La i re de 46 métres 8 déein, " res 5 cenliùèlre *, ou 46 mètT ",$5 
La 2 e de 32 5 g ou 32 , 5§ 

La 3 e de 4o '3 8 ou 40 , 38 

La 4 e de 27 7 3 ou 27 , 73 

-Total. . .. 147 55 

Z>£ l'addition des Poids. 

Exemple. On demande le poids total des quatre 
pesées suivantes : 

La i re 64« t * inmé »7 âéci ^ 4n,taè8 8 centi 5 r * n,,nes , ou 64* ran, -,78 
La 2 e 27 3 2 ou 27 , 3a 

La 3 e 28 3 4 ou 28 , 34 

La 4 e 78 4 . 9 ou 78 49 

Total...* 108 > q3 

■ ■ 

Zte la soustraction des francs, décimes et centimes. 

v 

106. Exemple. Une personne a reçu 352 fr.^S 
il doit payer 278 , 89 

Reste 7 5 ; 84 



# j • • < « .4 



mes; mais on ne doit jamais donner de nom > dans une même 
suite de chiffres , qu'à Une espèce ô?unitè : ainsi, on ne dira 
pas 5 décimes et 4 centimes , mais 54 centimes : on en dira 
autant des autres espèces d'unités. 

F 
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De la soustraction des mesures de longueur. 

Exemple. Quelle est la différence des deux me- 
sures suivantes ? 

La première 39 mèt. 8 déc. 5 cent, ou 3g mèr.,85 
La seconde 21 9 8 ou 2 1 , 98 

Reste 17 , 87 

De la Soustraction des poids. 

Exemple. Un vase vide pèse 3 gr. 5 décig. 2 centig. 
On le remplit deliquide, et il pèse 27 gr. 6 déc. 5 cent. 

Quel est le poids du liquide ? 
Le vase plein pèse 27 gram. ,65 

Le vase vide pèse 3 , S2 



Reste 24 , i3 

De la Multiplication. 

107. Premier exemple. Quel seroit le prix de 
28 mèt. de drap 3 décimèt. et 5 centimèt. à raison 
de 24 fr. 5 déc. 3 cent. ? 

Multipliez . 24 fr. , 53 

par ....... ... 28 y 35 

— 

Produit. . . . 695 , 4255 

Négligez les deux derniers chiffres , et écrivez 
6g5 fr. 43. 

Second exemple. Combien coûteroient 34 gram. 
2 décigr. 7 centigr. à raison de 3 fr. 3 déc. et 5 cent, 
par gramme. 

Multipliez . . V. ... ... 34 fr. , 27 

P* r - — 3 ; ™ 

Produit ..... 114 ^ 8 



1 



Digitized by Google 



DE MATHÉMATIQUES. 85 



De la Division. 

• 

108. Premier exemple. 58 mètres Bj centîmèr. 
ont coûté 245 fr. 83 cent. Combien coûte le mètre ? 

Divisez 245 fr. 83 cent, par 38 , bj 5 le quotient 
est 6 fr. 37 cent. 

Second exemple. Une certaine quantité de mar- 
chandise du poids de 12 rayriagrammes , 3 kilo- 
grammes et 4 hectogrammes a coûté 2b fr. 54 c. 
On demande combien coûte le myriagramme. Di- 
visez 25 , 54 par 1 2 , 34 : le qu otient est 2 fr. 07 c. {a) 

Des puissances et des racines. 

10g. On appelle puissance d'un nombre ^ le pro- 
duit de ce nombre, multiplié par lui-même un 
certain nombre de fois. N ~ 

Pour exprimer ces divers produits , on nomme 
première puissance d'un nombre, le nombre lui- 
même. On nomme seconde puissance ou quarré , 
le produit du nombre multiplié par lui-même. 
Ain^i 3x3 = 9 est la seconde puissance, ou le 
quarré de 3. 

La troisième puissance , ou le cube d'un nombre , 
est le produit de ce nombre multiplié par lui- 
même deux fois. Ainsi 3x3x3 = 27 est le cube, 
ou la troisième puissance de 3. 



(a) Ceux qui voudront plus de détail sur les calculs rela- 
tifs au nouveau système , le trouveront dans l'instruction pu- 
bliée par la commission temporaire des poids et mesures ; 
mais nous devons avertir que la nomenclature adoptée dans 
cet ouvrage a été changée en grande partie par la loi du 1 8 
germinal an 3. Il importe de faire les corrections avant la 
lecture de l'ouvrage , ce qui ne change rien à la théorie ni à 
le pratique du calcul. „ 1 . 

F 2 
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On formeroit de même la quatrième , la cin- 
quième... &c. puissances d'un nombre , en le mul- 
tipliant par lui-même trois fois , quatre fois &c. 

Souvent même, au lieu d'effectuer les multiplica- 
tions, on se contente de les indiquer , en mettant 
un petit chiffre qui marque le degré de la puissance 
à côté du nombre $ ainsi 8 4 signifie que 8 doit être 
élevé à la quatrième puissance , ou qu'il doit être 
quatre fois facteur. Le chiffre , mis à côté du nom- 
bre , s'appelle l'exposant ; il indique la puissance. 
Ainsi 4 est l'exposant de la quatrième puissance. On 
verra donc facilement que, dans les deux séries sui- 
vantes, chaque terme de l'inférieure est la valeur 
du terme correspondant de la supérieure. 

î io* io a îo 3 io 4 io 5 io 6 

I ÎO ÎOO IOOO ÎOOOO 100000 îoooooo 

HO. On appelle racine d'une puissance, le 
nombre qui , multiplié par lui-même un certain nom- 
bre de fois , a produit la puissance ; et on les distin- 
gue en racine première > racine seconde ou 
quarrée , racine troisième ou cubique, etc. 5 
ainsi , 

La racine quarrée de 9 est 3 , parce que 3 x 3=g. 

La racine cubique de 64 est 4 , parce que 
•4x4x4 = 64. 

Les deux règles par lesquelles on forme les puis- 
sances et les racines , s'appellent V exaltation et 
V extraction. La première ne diffère de la multipli- 
cation ordinaire , qu'en ce que tous les facteurs y 
sont égaux. La seconde tient aussi de près à la di- 
vision ; mais elle a des difficultés particulières, en ce 

Ju'il s'agit de trouver un quotient sans connoître le 
iviseur. 

111. Toutes hs questions qu'on peut proposer 
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sur les puissances , se réduisent aux deux suivantes, 
dont Tune est Pinverse de l'autre. 

i°. Etant donné un nombre , déterminer telle 
puissance qu'on voudra de ce nombre. 

2°. Etant donné un nombre , considéré comme 
une certaine puissance , en trouver la racine. 

La première question n'a aucune difficulté ; car 
il ne s'agit pour la résoudre, que de multiplier le 
nombre donné par lui-même , un certain nombre 
de fois. Ainsi le carré de 1 2 est 1 2 X 1 2 = l44 $ son 
cube est 12 X 12 X 12= 1^28 , &c. 

Quant à la seconde question , elle est beaucoup 
plus difficile , et demande , pour être résolue , des 
règles particulières; parce que, quoique tout nom- 
bre puisse être élevé au carré, au cube, il n'est pas 
vrai réciproquement que tout nombre soit un quarré > 
un cube exact. Le nombre, 2 , par exemple , n'est 
pas un quarré , parce que le quarré de 1 est 1 , et le 
quarré de 2 est 4 : n'y ayant pas d'autres nombres 
entiers intermédiaires , on ne peut pas trouver un 
nombre entier, ni même fractionnaire, qui, mul- 
tiplié par lui-même , produise 2 $ c'est-à-dire que la 
racine quarrée de 2 , n'a aucune mesure commune 
avec l'unité : on nomme ces racines , irrationnelles 
ou incommensurables. 

Nous allons donner les règles pour extraire seule- 
ment les racines quarrées , parce qu'elles sont d'un 
usage indispensable dans l'arithmétique , et nous 
renverrons à l'algèbre , pour donner la méthode gé- 
nérale applicable à une racine quelconque. 

112. C'est en apprenant à former les puissances, 
qu'on apprend à extraire les racines ; parce que , 
quand on connoît bien tous les différons produits 
qui entrent dans la formation d'une puissance, il 
n'est pas difficile de trouver la règle à suivre pour 
en avoir la racine. 

F 3 
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Avant d'extraire la racine quarrée d'un nombre , 
-voyons comment se composent les quarrés. 

Je prends pour exemple 12, qui est composé 
d'une dixaine et de deux unités : pour 1 élever à son 
quarré, il faut le multiplier par lui-même , 
suivant les règles ordinaires. J'écris donc ... 12 
Je multiplie premièrement 2 par 2 :1e pro- 12 
duit est 4« Secondement , 2 par 1 , le produit 2 ^ 
est 2. Troisièmement, 2 par 1 , le produit est 12 
2. Quatrièmement, 1 par 1 , le produit est 1. — 
Or, il est visible que la première mulripli- *44 
cation donne le quarré des unités; la seconde 
donne le produit des dixaines par les unités ; la 
troisième donne encore le produit des dixaines par 
les unités ; la quatrième donne le quarré des dixai- 
nes : et parce que ces produits sont indépendans 
du système décimal, ils auraient également lieu dans 
tout autre système. Je puis donc écrire les produits 
dans Tordre suivant 1 00 + 2 X 20 + 4. 

Si l'on décomposoit 12 en 9 -f 3, ou 8 + 4, son 
quarré contiendroit également , i°. le quarré de Ja 
première partie; 2 0 . le double produit de la pre- 
mière par la seconde ; 3°. le quarré de la seconde. 
Ce que nous venons de dire pour le nombre 12, 
s'applique également à tout nombre composé de 
dixaines et d'unités. 

Le quarré des unités ne pourra jamais contenir 
que des dixaines et des unités ; car le quarré de 9 
est 81. Le quarré des dixaines ne pourra contenir 
que des centaines et des raille; car le (juarré de 90 
est 8100. Le double produit des dixaines par les 
unités, ne contiendra pas d'unités : donc , i°. le 
quarré d'un nombre composé de dixaines et d'uni- 
tés, ne pourra jamais être composé de plus de quatre 
chiffres ; 2 0 . si on le partage en tranches composées 
de deux chiffres chacune, en allant de droite à 
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gauche , le quatre des dixaines se trouvera dans la 
dernière tranche à gauche , qui ne sera composée 
que d'un seul chiffre , lorsque le quarré n'en con- 
tiendra que trois. Le quarré des unités se trouvera 
dans la seconde tranche 5 le double produit des 
dixaines parles unités, pourra se trouver dans la pre- 
mière etdans la seconde , mais nese trouvera pasdans 
le dernier chiffre de la seconde tranche. Ces obser- 
vations vont nous guider pour extraire la racine 
quarrée de 1849. 
x Je partage ce nombre en tranches de 18,49 43 
deux chiffres chacune. La tranche 18 76 |85 
doit contenir le quarré des dixaines ; — -, 
j'extrais donc la racine du plus grand 2 
quarré contenu dans 18 , qui est 16. 2 
Cette racine est 4 : j e l'écris à côté du 00,0 
nombre, en les séparant par une ligne; 
pour savoir ce qui reste , j'élève 4 à son quarré, cequt 
donne 16 : je soustrais 16 de 18 , il reste 2 , à côté 
duquel j'abaissela tranche suivante, ce qui donne 24g. 
Le double produit des dixaines cme je connois, 
par les unités , que je ne connois pas encore , 
doit se trouver dans 24. Je double les dixaines 
déjà trouvées , ce qui donne 8, que j'écris comme 
diviseur au-dessous de la racine. Je divise s*4 par 8 , 
le quotient est 3 , que j'écris à côté du 4. Il peut 
se faire que 3 ne soit pas le véritable chiffre des 
unités : pour m'en assurer , je l'écris en même temps 
à côté du diviseur 8 , et je multiplie 83 par 31 
Le produit doit pouvoir se soustraire de 2 4g ; car 
83 X 3 donnera nécessairement le produit du double 
des dixaines 4 par les unités 3 , plus le quarré des 
unités. Or , un pareil produit doit être contenu dans 
249 : donc on doit pouvoir l'en soustraire. (Si 
le produit étoit trop grand, on diminueroit le 
chiffre 3 d'une unité , et l'on essaieroit le 2). Je vois 

F 4 
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que85x3=249 ; donc la racine de 1849 est 43 sans 
reste : c'est-à-dire que le nombre proposé est un 
quarré parfait. 

Je prends pour second exemple 469 , composé 
de centaines, de dixaines et d'unités. Pour l'élever 
à son quarré , il faudroit le multiplier par lui-même 
selon les règles ordinaires 5 mais il est plus simple de 
remarquer qu'il peut se décomposer en 400 -f- 60 4- 9 . 
Or, en multipliant ce nombre par lui-même, 011 
aura un produit composé , i°. du quarré de 
400=160000 ' y 2 0 . du double produit de 400 par 
60=2X24000 ; 3°. du double produit de 400 par 
c)=2x36oo 5 4°. du double produit de 60 par 9 = 
2 X 54o ; 5°. du quarré de 6o=36oo 3 6°. enfin , du 
quarré de 9=81. Total =219961 , quarré de 469. 

Le quarré des centaines ne peut contenir que des 
dixaines de mille et des centaines de mille ; donc il 
doit se trouver dans les deux derniers chiffres à 

§auche. Le double produit des centaines par les 
ixaines, ne peut donner des nombres plus petits 
que des mille ; donc il ne peut se trouver que dans 
les trois derniers chiffres. Ces réflexions, jointes à 
celles que nous avons déjà faites plus haut, suffisent 
pour pouvoir extraire la racine quarrée de 2 19961. 

Je partage ce nombre en tran- 
ches de deux chiffres chacune; je 
cherche ensuite le plus grand quar- 
ré contenu dans 21 : c'est 16. La 
racine de 16 est 4 y que j'écris à 
côté du nombre , comme on le 
voit dans l'exemple : j'élève 4 à 
son quarré , que je retranche de 
ai , pour avoir le reste 5 à côté 
duquel j'abaisse la tranche sui-* 

vante , ce qui donne 599. Je marque d'un point 
Je dernier chiffre. Le double produit des centaines 
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que je connois, par les dixaines que je ne connois 
pas , doit se trouver dans 5g : je double les centai- 
nes 4 trouvées à la racine, ce qui donne 8, que 
j'écris comme diviseur au-dessous des chiffres de la 
racine : je divise 59 par 8 , le quotient est 6 : je 
l'écris â la racine, et à côté du diviseur ; je multi- 
tiplie 6 par 86 , et je soustrais le produit de 59 , 
j'ai le reste 83. 

Jusqu'ici, l'opération est la même que lorsque la 
racine n'est composée que de dixaines et d'unités. 
Pour trouver le troisième chiffre , je suppose la ra- 
cine composée de 46 dixaines que je connois 5 plus , 
d'un nombre d'unités que je ne connois pas,et 2 1 996 1 
sera composé du quarré de 46 dixaines =21 1600 ; 
plus , du double produit de 46 dixaines par les unités ; 
plus du quarré des unités. Si de 219961 je retranche 
2 1 1600 , il reste 836 1. Ce qui avertit qu'à côté du 
reste 83 , qu'on a trouvé ci-dessus , il faut abaisser 
la troisième tranche. Je marque d'un point le der- 
nier chiffre , et les trois précédens contiendront le 
double produit des chiffres déjà trouvés par le troi- 
sième. Je prends donc 92 , double de 46 , pour 
nouveau diviseur : je divise 836 par 92 \ le quotient 
est 9 , que j'écris à la racine et à côté du diviseur: 
je multiplie 9 par 929; le produit est 836i. Sous- 
traction faite , il ne reste rien; donc , &c. 

Soit proposé d'extraire la racine de 3744225. 

Je partage ce nombre en 
tranches de deux chiffres cha- 
cune , excepté la dernière qui 
n'en a qu'un. Cette dernière 
ne peut contenir que le quarré 
des mille de la racine , et une 
partie du double produit dès 
mille par les centaines. J'ex- 
trais donc la racine du plus 
grand quarré contenu dans 3. 
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Ce quarré est 1 , etsa racine 1 dont le quarré sous- 
trait de 3, donne 2 de reste. Je trouve successivement 
les deux chiffres suivans parle même procédé que 
dansPexempleprécédent. Aprèsavoir trouvé 193 àla 
racine , et en avoir soustrait partiellement son quarré 
des trois premières tranches du nombre proposé, on 
a pour reste 193. 

On peut donc regarder la racine comme com- 
posée de 193 dixaines que Ton connoît , plus, un 
nombre d'unités qu'on ne connoît pas encore : et le 
quarré de cette racine sera composé du quarré des 
dixaines , du double produit des dixaines par les 
unités , et du quarré des unités. Si du nombre pro- 
posé on retranche le quarré des 193 dixaines, on a 
pour reste ig3i>.5 ; ce qui avertit qu'à côté du reste 
193 , trouvé ci-dessus , il faut abaisser la quatrième 
tranche. Je marque d'un point le dernier chiffre , 
♦ et je remarque que les quatre premiers doivent 
contenir le double produit des 193 dixaines parles 
unités 5 je double donc 193, et je divise 1932 par 
386 ; le cjuotient est 5, que j'écris à la racine, et à 
côté du diviseur, je multiplie 5 par 3865 , pour faire 
la soustraction , il ne reste rien 5 donc la racine 
exacte est 1395. 

En poussant plus loin l'analogie , on verroit que 
les quatre premiers chiffres d'une racine composée 
de cinq , se trouveroient par les mêmes procédés 
que dans l'exemple précédent. Considérant ensuite 
la racine partagée en deux parties, dont la première 
seroit les chiffres déjà trouvés, et la seconde le 
chiffre des unités, pour trouver ce dernier, onferoit 
le même raisonnement que ci-dessusr 

On voit par tout ce que nous avons dit sur l'ex- 
traction des racines quarrées , que, quand on sait 
extraire la racine d'un nombre composé de deux 
chiffres, il est aisé de l'extraire d'un nombre corn- 
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posé de trois ou quatre; quand on sait l'extraire de 
celui-ci ,il est aisé de l'extraire d'un nombre composé 
de 5 ou de 6 , et ensuite de 7 ou de 8. On peut donc 
établir la règle suivante : 

Règle générale. 

1 1 3. Partagez le nombre donné en tranches 
do deux chiffres chacune; extrayez la racine du 
plus grand quarré contenu dans la première 
tranche ; écrivez cette ravine à côté du nombre , 
dont elle sera séparée par une ligne horizontale; 
élevez cette racine à son quarré y que vous retran- 
cherez de la première tranche : à côté du reste , 
abaissez la seconde tranche , et marquez par un 
point le dernier chiffre ; divisez les précédens par 
le double du chiffre déjà trouvé à la racine ; écri- 
vez le quotient à côté de la racine et à côté du di- 
viseur ; multipliez le dernier chiffre mis à la ra- 
cine par le diviseur ainsi augmenté, et retranchez 
le produit de tous les chiffres composant le second 
membre de division : à côté du reste , abaissez la 
tranche suivante; marquez par un point le der- 
nier chiffre, et divisez les précédens par le double 
des deux chiffres déjà trouvés à la racine :■ conti- 
nuez ainsi , jusqu'à ce que vous ayez abaissé la 
dernière tranche; et observez qu'on change de 
diviseur , à mesure qu'on abaisse une tranche , 
et qu'il est toujours le double de tous les chiffres 
déjà trouvés à la racine. 

1 1 4- Lorsque le nombre dont on se propose d'ex- 
traire la racine n'est pas un quarré parfait, on ne 
peut en trouver la racine exacte. Dans ce cas, on dé- 
termine, parla méthode que nous venons d'exposer, 
la racine du plus grand quarré contenu dans le 
nombre proposé 5 et si l'on veut avoir la racine avec 
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plus de précision, on se sert des décimales , et l'on 
approche alors autant qu'on veut de la valeur 
exacte de la racine. 

Exemple. On demande la racine de 342 , à un 
centième près. 

Je commence par ajouter quatre zéros à côté de 
542 , ou, ce qui revient au même , je multiplie 342 
par 10000: donc la racine sera cent fois trop grande. 
Je séparerai par une virgule deux chiffres à droite de 
la racine , je la rendrai ainsi cent fois plus petite : 
donc elle sera à sa juste valeur , comme on peut le 
voir dans l'exemple suivant, 
où l'on voit que la racine est f 
1 8,4g 5 en sorte que ce qu'on 3,4'i, 00,00 1 1 8,4g 
néglige ne vaut pas un cen- 1 m y^g 
tième. Si on vouloit pousser 2^2 / 564 

l'approximation plus loin , on 1 3 0 ô 368o 
mettroit encore deux zéros à 2 45$ 
côté du dernier reste , et l'on — tttf " 

V II r » t 344oo 
coutmueroit 1 opération. La £z 

raison en est évidente , d a- 

près ce que nous avons dit ci- 1 1 99 

dessus $ car toutes les fois 

qu'on met deux zéros à côté du dernier reste , on 
rend le quarré cent fois plus grand qu'il n'est, et 
par conséquent la racine dix fuis plus grande 5 mais 
en plaçant le chiffre après la virgule, elle se trouve 
dix fois plus petite 5 donc, &c. 

Second exemple. On demande la racine appro- 
chée de a. 

Sans mettre les zéros à côté de 2 , je me contente 
d'en ajouter deux à côté de chaque reste de la racine , 
après en avoir extrait les entiers ; et je procède 
toujours par les mêmes règles. Si on ne prend 
qu'une décimale, la racine est i,4 à un dixième 
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rès. Si on prend deux décimales, a i 3 4*4 

a racine est 1,4* à un centième "J 

près. Si on prend trois décimales, • c q. 

i • / / » .m., ' 100 201 

la racine est i,4i4 a un millième ~ 7^7^ 

près ; et sî on avoit voulu pousser -d 

l'approximation plus loin , on au- ^oo 

roit mis deux zéros à côté de 604 , g 81 

et on auroit continué en suivant les 1 1900 

mêmes règles. 11296 

Ces exemples suffisent pour faire 6o4 
sentir l'utilité des décimales dans la 
recherche des racines approchées des nombres qui 
ne sont pas des quarrés parfaits. 

Jusqu'ici nous ne nous sommes occupés que de 
l'exaltation et de l'extraction des nombres entiers; 
mais il est aisé d'étendre aux nombres fractionnai- 
res les règles que nous avons données. En effet, pour 
multiplier une fraction par une autre , il faut multi- 
plier numérateur par numérateur , et dénominateur 
par dénominateur (67). Par conséquent, pour 
élever une fraction à son quarré , il faut y élever sé- 
parément son numérateur et son dénominateur : 
ainsi le quarré de J est -j^, celui de est J r ~. 

1 15. Pour avak la racine d'une fraction, il faut 
extraire séparément celle du numérateur et celle du 
dénominateur : ainsi la racine de | est § , celle de ~- 
est \ , et celle de ^ est 

Il est rare de trouver des fractions dont le numé- 
rateur et le dénominateur soient des quarrés exacts. 
Dans ce cas, on fait en sorte que le dénominateur 
devienne un quarré parfait 5 ce que l'on obtient en 
multipliant les deux termes de la fraction par le dé- 
nominateur. La racine du dénominateur ainsi multi- 
plié , sera le dénominateur premier : quant au numé- 
rateur, il ne sera pas un quarré parfait; mais on en 
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cherchera la racine approchée par le moyen des dé- 
cimales. 

Exemple. On demande la racine quarrée de la 
fraction ~ 1 . Je multiplie le numérateur et le dénomi- 
nateur par 1 1 , ce qui donne 7^7 ; la racine du déno- 
minateur est évidemment 1 1 ; la racine approchée 
du numérateur est 7,41 : donc la racine que Ton 

y, li 

cherche est à-peu-près ~ — . 

La méthode la plus simple et la plus commode 
pour approcher de la racine d'une fraction dont les 
deux termes ne sont pas des quarrés parfaits , con- 
siste à les réduire en décimales, comme dans l'exem- 
ple suivant : 

Soit la fraction y dont je veux avoir la racine avec 
deux décimales. Je réduis la fraction ~ en décimale, 
et je pousse l'approximation jusqu'aux dix milliè- 
mes 5 elle devient 0,4286 : j'extrais la racine de 
ce nombre, et j'ai o,65; qui est la racine de y, à 
un centième près. On peut donc établir la règle 
suivante : 

Divisez le numérateur par le dénominateur , et 
poussez la division par décimales jusqu'à ce que 
vous ayez au quotient deux fois autant de déci- 
males que vous voulez en avoi& la racine : tirez 
la racine de ce quotient , comme s'il n'avoit pas 
de chiffres décimaux , et quand vous l'aurez 
trouvée , séparez vers la droite par une virgule 
un nombre de chiffres égal à la moitié de celui 
du quotient qui exprime la valeur de la fraction 
proposée. 

Des raisons ou rapports ; des proportions et pro- 
gressions. 

1 16. Dans la première partie de l'arithmétique , 
nous avons considéré les nombres en eux-mêmes , 
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ou plutôt nous avons considéré le rapport que cha- 
que nombre a avec la quantité de même nature, 
prise pour unité de comparaison. Dans les fractions , 
nous nous sommes occupés des rapports que les dif- 
férens nombres de même nature ont entr'eux ; car 
la valeur des fractions consiste essentiellement dans 
le rapport du numérateur au dénominateur; il s'a- 
git , dans cet article , de comparer entr'eux les 
difFérens rapports , pour en connoître la nature et les 
propriétés. 

117. Puisque tout rapport suppose une compa- 
raison , il y a autant d'espèces de rapports que 
de manières différentes de comparer entre elles 
deux quantités. Or > on peut comparer entre elles 




y a 

donc deux rapports difFérens 5 on trouve, le pre- 
mier en retranchant la plus petjite quantité de la plus 
grande ; et on le nomme rapport arithmétique. 
On trouve le second en divisant une des quantités 
comparées par l'autre ; et on le nomme rapport 
géométrique. 

118. Tout rapport est composé de deux termes; 
le premier est nommé antécédent ; le second est 
appelé conséquent. 

1 1 9. Le rapport , arithmétique ou géométrique, 
peut être simple ou composé ; le rapport simple 
est celui qui existe entre deux nombres premiers. 

Si l'on a plusieurs rapports arithmétiques , et que 
l'on prenne la somme de tous les antécédens et 
celle de tous les conséquens, et qu'on retranche 
l'une de l'autre , on aura un rapport arithmétique 
composé. Si on ne prend que deux rapports simples 
égaux , le rapport composé e*t un rapport doublé ; 



qR leçons élémentaires 

si on en prend trois égaux , le rapport est triplé. 

Si on a plusieurs rapports géométriques , qu'on 
multiplie entr'euxles antécédens, et ensuite les con- 
séquens, et qu'on divise un produit par l'autre , on 
aura un rapport géométrique composé ; et si les deux 
rapports composans sont égaux , le rapport géomé- 
trique est un rapport doublé ; si on a trois rapports 
composans égaux , le rapport est dit triplé. 

On est convenu d'indiquer le rapport arithmé- 
tique d'un nombre à un autre , par le moyen d'un 
point placé entre les deux nombres. Ainsi 3. 7 ex- 
prime le rapport arithmétique de 3 à 7 , et 8.11, 
celui de 8 à il. 

Pour marquer le rapport géométrique de deux 
nombres , on met deux points entre les deux nom- 
bres ; ainsi 4:2, désigne le rapport géométrique de 4 
à 2 ; et o, : 3 , celui de 9 à 3. 

120. Dans tout rapport arithmétique, le consé- 

3uent est égal à l'antécédent, augmenté ou diminué 
e la différence ; car on trouve le rapport arithmé- 
tique en retranchant le plus petit nombre du plus 
grand. Si le conséquent est plus grand que l'antécé- 
dent , il faut retrancher l'antécédent du consé- 
quent, pour avoir la différence; mais dans toute 
soustraction , si on ajoute la différence à la plus pe- 
tite quantité , on a la plus grande 5 donc le con- 
séquent est égal à l'antécédent, augmenté de la 
différence. 

Si le conséquent est plus petit, il faut retrancher 
le conséquent de l'antécédent , pour avoir la diffé- 
rence ; donc le conséquent est égal à l'antécédent , 
diminué de la différence. 

121. Si on augmente ou si on diminue les deux 
termes d'un rapport arithmétique delà même quan - 
tité , le rapport ne change pas de valeur ; car la 
valeur d'un rapport arithmétique consiste dans la 

différence 
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différence des deux termes du rapport; or, cette! 
différence ne change pas soit qu'on augmente ou 
qu'on diminue les deux termes de la même quan- 
tité ; donc, etc. 

1 22. Dans tout rapport géométrique , l'anté- 
cédent est égal au conséquent, multiplié ou divisé 
par le quotient ; car on trouve le rapport géomé- 
trique en divisant l'antécédent par le conséquent, 
ou le conséquent par l'antécédent : or , dans toute 
division , le dividende est égal au diviseur multiplié 
par le quotient. Donc , lorsque l'antécédent est le 
dividende, il est égal au conséquent, multiplié par 
le quotient : et lorsqu'il est le diviseur, il est égal 
au dividende , divisé par le quotient (a). 

1 23. Si on multiplie , ou si oit divise les deux 
termes d'un rapport géométrique par le même 
nombre , on ne change pas la valeur du rapport : 
car la valeur du rapport consiste dans le quotient 
des deux nombres divisés l'un par l'autre. Ôr , le' 
quotient ne change pas, soit qu'on multiplie où 
qu'on divise le dividende et le diviseur parle même 
nombre 3 donc, etc. 

Des proportions .- 

124. De même qu'on compare deux grandeurs, 
d'où résulte un rapport ou une raison , on peut aussi 
comparerdeux rapports,d'où résulte une proportion, 
lorsque les deux rapports comparés sont égaux. 

Chaque rapport ayant deux termes , la propor- 
tion en a essentiellement quatre : le premier et le 

(a) Il est indifférent , pour connoître le rapport qui existe 
entre deux nombres , de diviser l'antécédent par le consé- 
quent , ou le conséquent par l'antécédent , pourvu que dans 
le même calcul on suive toujours la même méthode dans 1 
la manière d'évaluer les rapports ; on se sert plus 
nément de la division du conséquent par l'antécédent. 

G 
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dernier sont nommés les extrêmes : le second et le 
troisième sont nommés les moyens. 

Lorsque les deax rapports égaux sont arithméti- 
ques, la proportion est arithmétique 5 et lorsque les 
dt~ux rapports égaux sont géométriques , la propor- 
tion est dite géométrique. 

Pour écrire une proportion arithmétique , on 
écrit les deux rapports à la suite Pun de l'autre , en 
les séparant par trois points disposés en triangle , 
comme dans l'exemple suivant : 3. 5 V 7^9 , ce qui 
s'énonce ainsi : 3 est à 5 , comme 7 est à 9. 

Lorsque la proportion est géométrique , on sépare 
les deux rapports par quatre points disposés en 
quarré , comme dans la suivante : 2 : 4 :; 5 : 6 j ce qui 
veut dire 2 est à 4 comme 5 est à 6. 

Dans l'une et l'autre proportion , si les moyens 
sont égaux , on peut en supprimer un , et la propor- 
tion n'offre plus que trois termes ; mais alors celui 
du milieu est censé double, et appartenir aux deux 
rapports 5 au premier , comme conséquent , et au 
second , comme antécédent. Dans ce dernier cas, 
la proportion est nommée continue , et on l'écrit 

comme la suivante^-3. 5.7 , que l'on énonce ainsi : 

comme 3 est à 5 , 5 est à 7. Si elle est géométrique , 
au lieu de trois points on en met quatre H. Le 
terme du milieu est dit moyen proportionnel arith- 
métique ou géométrique aux deux autres. 

Principe fondamental des proportions arith- 
métiques» 

125. Dans toute proportion arithmétique, la 
somme des «extrêmes est égale à la somme des 
moyens (a). 

(a) Un grand géomètre regarde comme très- impropre la 
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Prenons une proportion arithmétique quelconque 
pour nous servir d'exemple : ce que nous dirons de' 
celle-la s'appliquera facilement à toutes les autres. 
Soit la proportion 3.5 v 7*. 9. 
Dans toute proportion arithmétique , le consé- 
quent est égal à l'antécédent , augmenté ou diminué 
de la différence (120) : c'est-à-dire que 5=3-{-2 
et 9^=7 + 2 : donc toute proportion arithmé- 
tique peut se mettre sous la forme suivante : 
3. 3 -f 2 v 7 . 7 + 2 : or , la somme des extrêmes sera 
évidemment composée des deux antécédens et de la 
raison , et la somme des moyens sera également 
composée des deux mêmes antécédens et de la 
même raison ; donc les deux sommes seront égales. 

126. Réciproquement si on a deux sommes 
égales, en les considérant , l'une comme la somme 

des extrêmes^tl'autrecommelasommedesmoyen* 
on pourra toujours en faire une proportion arithméti- 

dénomination de proportions pour ce qu'on appelle propor- 
tion arithmétique :il pense que l'idée de proportion est déjà 
fixée par l'usage , et ne répond qu'à ce qu'on appelle pro- 
portion géométrique. Quand on dit qu'une chose doit être 
proportionnée à une autre, on n'entend par proportion 
que l'égalité des rapports , comme dans la proportion géo- 
métrique, et nullement l'égalité des différences comme dans 
l'arithmétique. Ainsi , au lieu de dire que les nombres 3 , 5 
7 , 9 sont en proportion arithmétique , parce que la diffé- 
rence de 5 à 3 est la même que celle de 9 à 7 , il vaudrait 
mieux employer toute autre dénomination , et appeler , par 
exemple , ces nombres équidiffêrens , en conservant le nom 
de proportionnels aux nombres qui sont en proportion géo- 
métrique. D'ailleurs la proportion appelée arithmétique n'est 
pas plus arithmétique que celle que l'on nomme géométri- 



essentiellement de la considération des nombres. 

Ga 



loo LEÇONS ÉLÉMENTAIRES 

que ; car si on partage chacune des deux sommes 
en deux parties , il faudra nécessairement que la 
plus grande partie de la première somme surpasse 
la plus grande partie de la seconde somme , de la 
même quantité que la plus petite partie de la pre- 
mière est surpassée par la plus petite de la seconde. 
Considérant donc les deux grandes parties comme 
les deux termes d'un rapport arithmétique , et les 
deux petites parties comme les deux termes d'un 
second rapport arithmétique, ces deux rapports 
seront égaux. Or deux rapports égaux font une pro- 
portion; donc, &c. Ainsi de ce que 12= 12 , on 
aura généralement 9 + 3 = 7 + 5 ou 8 + 4, et il y 
aura la même différence de 9 à 7 que de 5 à 3, ou 
de 9 à 8 que de 4 à 3. . . &c. 

127. Si les rapports arithmétiques n'étoient pas 
égaux , on ne pourroit pas dire que les quatre ter- 
mes fussent en proportion 5 mais la somme des extrê- 
mes seroit à la somme des moyens, comme le pre- 
mier rapport est au second rapport. Ainsi si l'on a 
les deux rapports inégaux i3 # 9 et 10.7, on ne 
peut pas dire i3«9 v 10.7 , mais on a i3 + 7 ; 
g+iov i3 — 9.10 — 7 v 4.3. 

Avant de démontrer cette proposition , il faut 
observer qu'elle n'est vraie que lorsque les antécé- 
dens sont plus grands que lesconséquens. Si les con- 
séquent étoient plus grands que les antécédens , il 
faudroit renverser l'ordre des rapports , et l'on au- 
roit : la somme des extrêmes est à la somme des 
moyens , comme le second rapport est au premier. 
Cela posé : 

Que les rapports soient égaux ou inégaux, la 
somme des extrêmes sera composée de la somme 
des deux conséquens et de la première différence ; 
la somme des moyens sera composée des deux même* 
conséquens , plus la seconde différence ; donc 
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deux sommes seront entr elles arithmétiquement , 
comme les deux différences ; c'est-à-dire, comme 
le premier rapport est au second. Ainsi de la pro- 
position fausse i3.C)v 10.7 on déduit celle-ci qui 
est vraie i3 4-7.9 + 10 v 4-3. 

1 28. Si on ne connoît que trois termes d'une 
proportion arithmétique , il sera facile de connoître r 
le quatrième. Si c'est un extrême qui soit inconnu, 
on prendra la somme des moyens , et on en retran- 
chera l'extrême connu 5 si c'est un moyen , on pren- 
dra la somme des extrêmes , et on en retranchera 
le moyen connu : le reste dans les deux cas sera le 
terme inconnu. 

Si la proportion est continue , la somme des ex- 
trêmes est le double du moyen terme. * 

129. Si l'on a deux proportions arithmétiques, 
et que l'on ajoute par ordre les quatre termes de la 
seconde aux quatre termes de la première , les som- 
mes seront en proportion. 

Car en ajoutant ainsi les termes , on forme des 
rapports arithmétiques composés : or les rapports 
composans sont les mêmes; donc les rapports com- 
posés seront égaux. Ainsi des deux proportions 
arithmétiques 3.5 v 7.9 et 2. 6*. '3.7, on peut 
former celle-ci 5. 11 v 10. 16. 

Des Proportions géométriques* 

130. Toute proportion géométrique peut être 
représentée par deux fractions égales. 

Car la proportion géométrique consiste dans l'é- 
galité de deux rapports géométriques 3 or les rap- 
ports géométriques sont exprimés par des frac- 
tions (07) : donc on a deux rapports égaux lorsqu'on- 
a deux fractions égales. Ainsi les quatre termes 

G 3 
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3 : 6 :: 4 : 8 sont en proportion , parce que | =| , 

Le numérateur et le dénominateur de la première 
fraction forment toujours l'antécédent et le consé- 
quent du premier rapport ; le numérateur et le dé- 
nominateur de la seconde fraction , forment l'anté- 
cédent et le conséquent du second rapport, 

Principe fondamental des proportions géomé- 
triques. 

1 3 1 . Dans toute proportion géométrique , le pro- 
duit des extrêmes est égal au produit des moyens. 

Car toute proportion géométrique peut être re- 
présentée par deux fractions égales. Or si Ton a deux 
fractions égales , en les réduisant au même déno- 
minateur, leurs numérateurs doivent être égaux : 
donc en réduisant au même dénominateur les deux 
fractions qui forment la proportion , leurs numéra- 
teurs seront égaux 5 mais après cette opération , 
le premier numérateur est évidemment le pro- 
duit des extrêmes , et le Second est le produit des 
moyens 5 donc , dans toute proportion , le pro- 
duit des extrêmes est égal au produit des moyens : 
ainsi dans la proportion 2 : 4 : : 3 : 6 on a f = ] 5* donc 

3X6 3x4 c * . 

7— H = - — 0 , ou 2x6 = 3x4. 
4x6 4x6 

102. Réciproquement, si on a deux produits 
égaux, en considérant un de ces produits comme 
celui des extrêmes , et l'autre comme celui des 
moyens , ou en pourra toujours déduire une pro- 
portion. 

Car divisant les deux produits par un même pro- 
duit | ayant un facteur de commun avec chacun 
d'eux , on aura deux fractions égales 5 donc on 
pourra en faire une proportion. Ainsi de ce que 
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6x8 = 4xi2, en divisant les deux termes par 
8x12, on aura = donc on a deux rapports 
égaux,donc on peut formerla proportion 6: 12 :: 4:8. 

133. Si les rapports géométriques n etoient pas 
égaux , on ne pourroit pas dire que les quatre ter- 
mes sont en proportion ; mais le produit des extrê- 
mes seroit au produit des moyens , comme le pre- 
mier rapport est au second. 

Car si les rapports ne sont pas égaux , ils seront 
représentés par deux fractions inégales. Réduisant 
ces deux fractions au même dénominateur, elles 
seront entr'elles comme leurs numérateurs : or le 
numérateur de la première est le produit des extrê- 
mes , et le numérateur de la seconde est le produit 
des moyens 5 donc ces deux produits sont entr'eux 
comme la première fraction est à la seconde frac- 
tion , ou comme le premier rapport est au second. 
Ce dernier article suppose que pour estimer les rap- 
ports , on divise l'antécédent par le conséquent ; si 
on divisoit le conséquent par l'antécédent , les deux 
premiers rapports seroient l'inverse des derniers (a). 

134. Si on ne connoît que trois termes dans une 
proportion géométrique, on pourra déterminer le 
quatrième; car, si c'est un extrême qui soit inconnu , 
on prendra le produit des moyens , et on le divisera 
par l'extrême connu 5 si c'est un moyen qui soit in- 
■ . . 1 .... .. . ■ . ■ - 

(a) Ce dernier théorème est plus général que le principe 
fondamental que nous avons démontré, puisque celui-ci est 
un cas particulier de l'autre. En effet, si nous supposons dans 
le dernier théorème que les deux termes du dernier rapport 
«ont égaux, ce sera supposer que les deux rapports primitifs 
sont égaux , et donnent par conséquent une véritable pro- 
portion ; mais dans le dernier théorème , le produit des ex- 
trêmes et celui des moyens sont entr'eux comme ces rap- 
ports : donc lorsque ces rapports sont égaux , le produit de» 
extrêmes est égal au produit des moyens. 

G4 
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connu, on prendra le produit des extrêmes, et on 
le divisera par le moyen connu. 

135. Dans une proportion continue, le produit 
des extrêmes est égal au quarré du terme moyen : 
donc pour trouver la valeur du terme moyen dans 
une proportion continue , ou , ce qui est la même 
chose , pour insérer un moyen proportionnel entre 
deux termes connus , il faut multiplier entr'eux 
ces deux termes, et extraire la racine quarrée de 
leur produit. Ainsi , pour insérer un moyen propor- 
tionnel entre 2 et 8 , on multiplie 2 par 8; le produit 
est 16 - 9 on extrait la racine quarrée de 16, elle est 
4 : donc 4 est le terme cherché, c'est-à-dire que 
2: 4:: 4: 8. 

C'est dans l'application du principe que nous ve- 
nons de démontrer, et dans la conséquence que nous 
en avons tirée, que consistent la règle de trois et 
toutes les règles qui s'y rapportent. 

136. Si l'on déplace les termes d'une proportion 
géométrique, pour leur donner un autre ordre, qui 
soit cependant tel que le produit des extrêmes reste 
égal à celui des moyens, les termes seront toujours 
en proportion. 

Il y a sept manières de déplacer les termes d'une 
proportion géométrique, de telle manière que le 
produit des extrêmes reste égal au produit des 
moyens. Celles dont on fait un fréquent usage sont 
les deux suivantes ; v 

La première se nomme alternando , et consiste 
è mettre les moyens à la place l'un de l'autre. Ainsi , 
de la proportion 2 : 4 3 : 6, on peut former la sui- 
vante 2 : 3 :: 4 : 6. 

La seconde consiste à mettre les extrêmes à la 
place des moyens, et les moyens à la place des ex- 
trêmes, ou, ce qui est la même chose, à renverser 
les ç(eux rapports, mettant le conséquent à, la pl&Gft 
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de l'antécédent, et réciproquement : on nomme ce 
changement invertendo. Ainsi , de la proportion 
2 : 4 3 : 6, on forme celle-ci, 4 : 2 $ : 3. 

l3j. Dans toute proportion géométrique, la 
somme des antécédens est à celle des conséquens, 
comme un antécédent est à son conséquent. 

Car le rapport de chaque antécédent à son con- 
séquent étant le même, il est visible qu'il ne chan- 
gera pas , en prenant la somme de ces antécédens , 
et la comparant à celle des conséquens : donc on 
pourra en faire une proportion avec un des deux 
rapports premiers. Ainsi , de ce que dans la propor- 
tion précédente 4 est le double de 2 , et 6 le double 
de 3, on aura évidemment 4 + 6, double de 2+3 : 
donc on pourra dire 4 + 6 : 2 + 3 :: 4 : 2, ou :: 6:3. 

Le même raisonnement auroit lieu pour prouver 
que la différence des antécédens est à la différence 
des conséquens , comme un seul antécédent est à son 
conséquent (a). 

l38. Si on a deux ou plusieurs proportions géo- 
métriques, et qu'on les multiplie par ordre, les pro- 
duits seront encore en proportion. 

Car les deux premiers termes de la première , 
multipliés par les deux premiers termes de la se- 
conde, formeront un rapport composé; semblable- 
ment, les deux derniers termes de la première, 
multipliés par les deux derniers termes de la seconde , 
formeront un second rapport composé ; mais chaque 
rapport simple qui compose le premier, a son égal 
dans les deux rapports simples qui composent le se- 



(a) On peut remarquer que l'article précédent conduit à 
cette conséquence , que si l'on a deux fractions égales , telles 
que et J. La somme , ou la différence de leurs numéra- 
teurs , divisée par la somme ou la différence des dénomma- 
leurs , forme une fraction égale à la première. 
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cond; donc les rapports composés sont égaux, donc 
ils forment une proportion. Le raisonnement seroit 
le même , si l'on multiplioit par ordre trois , ou un 

1)Ius grand nombre de proportions. Ainsi , si l'on a 
es deux proportions 2 : 3 :: 4 : 6 et 5 : 7 :: 1 5 : 21 > 
on en conclura que 2X5:3X7 ::4xi5:(>X2i. 

l3g. Si Ton divise par ordre les termes d'une 
proportion , par les termes d'une autre proportion > 
les quotiens seront en proportion. 

Car on peut supposer que les rapports qui com- 
posent la première , sont des rapports composés 
égaux ; donc si on les divise par des rapports simples 
égaux, les quotiens seront aussi des rapports égaux; 
donc ils donneront une proportion. 

140. Quand on a une proportion, les puissances 
et les racines de même degrés des quatre termes, 
sont en proportion : c'est une conséquence des deux 
derniers articles. 

La théorie des proportions que nous venons 
d'exposer, suffit pour bien entendre les différentes 
règles particulières qu'on trouve dans les livres 
d'arithmétique 5 on les réduit toutes à la règle de 
trois , quand on sait placer convenablement les 
termes de la proportion. Nous allons expliquer cette 
règle , et nous ferons voir ensuite que les règles de 
compagnie, d'intérêt, de change , d'escompte, de 
fausse position , de double fausse position , &c. ne 
sont que de véritables règles de trois. 

De la Règle de trois. 

141 . La règle de trois consiste à trouver le qua- 
trième terme d'une proportion, dont les trois pre- 
miers sont donnés. Dans les livres ordinaires d'arith- 
métique, on a beaucoup compliqué cette règle; on 
l'a divisée en règle de trois > simple , composée, di- 
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recte , inverse : toutes ces différentes dénominations 
se réduisent toujours à une seule règle ; il suffit de 
bien entendre l'état de la question. 

La règle ordinaire de trois s'applique toujours 
également , toutes les fois qu'une quantité augmente 
ou diminue , dans le même rapport qu'une autre. 
Par exemple, le prix des choses augmente en pro- 
portion de la quantité des choses , de sorte que la 
chose étant double, le prix devient double $ si la 
chose devient triple , le prix devient triple , et ainsi 
de suite : de même le prix du travail augmente en 
proportion du nombre des personnes employées. 
Mais il y a des choses qui augmentent à-la-fois dans 
deux rapports différens. Par exemple, la quantité 
du travail augmente suivant le nombre des per- 
sonnes employées , et il augmente aussi suivant le 
temps qu'on emploie : il y a des choses qui diminuent 
à mesure que d'autres augmentent. Tout cela se ré- 
duit à une considération bien simple , c'est que , si 
une quantité augmente en même temps dans la pro- 
portion qu'une ou plusieurs autres quantités augmen- 
tent et que d'autres diminuent, c'est la même chose 
que si on disoit <jue la quantité proposée augmente 
comme le produit des quantités qui augmentent en 
même temps qu'elle , divisé par le produit de celles 
qui diminuent en même temps. 

Lorsque les quantités que l'on compare augmen- 
tent ou diminuent en même temps et dans le même 
rapport que leurs correspondantes, cette relation 
s'appelle raison directe; si , au contraire , les quan- , 
tités comparées augmentent ou diminuent en même 
temps et dans le même rapport que leurs correspon- 
dantes diminuent ou augmentent, la relation est 
nommée inverse : ainsi , dans les quatre quantités 
2 , 4 , - ± , les deux dernières sont en raison inverse 
des deux premières. - 
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Toutes les fois donc qu'on aura bien saisi l'état der 
la question , et qu'on aura exprimé convenablement 
tous les rapports dont elle est composée , on parvien- 
dra à déterminer le terme inconnu, par une même 
règle de trois , quoiqu'il y ait une infinité de ques- 
tions plus ou moins compliquées que Ton résout 
par le moyen de cette règle. 

Il faut encore observer que la règle de trois ne 
s'applique qu'aux choses qui augmentent dans un 
rapport constant 5 c'est-à-dire , que les deux rapports 
qui composent la règle de trois , doivent constam- 
ment être égaux. Cette condition est essentielle : si 
la loi d'augmentation ou de diminution étoit variable , 
la règle de trois ne s'y appliqueroit pas, et les règles 
ordinaires de l'arithmétique seroient insuffisantes 
pour résoudre ces sortes de questions. 

Ces considérations suffisent pour faire"* connoître 
les moyens de former une règle de trois. Voyons 
présentement quelles sont en général toutes les ques- 
tions qui peuvent se résoudre par cette règle. 

Toutes les fois qu'il s'agira de découvrir une quan- 
tité inconnue, qui, par la nature de la question , de- 
vra augmenter ou diminuer dans le même rapport 
qu'une ou plusieurs autres quantités dont elle dépend 
augmentent ou diminuent, la question se réduira à 
une proportion géométrique, dont trois termes se- 
ront nécessairement connus. 

Exemple. 12 Hommes travaillant ensemble ont 
fait 18 mètres d'ouvrage; on demande combien en 
feront 36 hommes travaillant dans le même temps ? 

L'état de la question avertit naturellement que y 
plus il y a aura d'hommes , plus ils feront d'ouvrage 
dans le même temps 5 ensorte que , si le nombre 
d'hommes devient deux fois. plus grand, l'ouvrage 
sera aussi deux fois plus grand ; et, si le nombre 
d'hommes devenoit trois ou quatre fois plus grand > 
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l'ouvrage fait dans le même temps seroit aussi troii 
ou quatre fois plus grand : donc il y a le même rap- 

{>ort entre l'ouvrage fait et l'ouvrage à faire , qu'entre 
es 12 hommes et les36 hommes : on peut donc éta- 
blir la proportion suivante , 1 2 h * : 36 h * : : 1 8 m - : x m - (a). 

Dans toute proportion , le produit des extrêmes 
est égal au produit des moyens 5 donc 12X1=2 
36 X 1 8=648. Si on divise le premier terme par 1 2 , 
et le dernier également par 12 , on ne détruira pas 
l'égalité ; on aura donc .r = ^ = 54 mètres : donc 
36 hommes feront 54 mètres d'ouvrage, dans le 
même temps que 12 en feront 18 mètres, ce qui est 
d'ailleurs évident. 

On voit par cet exemple comment il faut se con- 
duire dans tous les cas pareils. On remarquera que, 
parmi les quatre quantités qui composent la propor- 
tion , il y en a deux d'une espèce , et deux d'une 
autre espèce. On aura soin de comparer toujours 
entr' elles les quantités de même espèce , que l'on 
appelle homogènes y du mot grec qui veut dire de 
même nature. Ainsi , on comparera les hommes aux 
hommes , les mètres aux mètres, l'argent à l'argent , 
les capitaux aux capitaux, les intérêts aux inté- 
rêts... &c. on prendra le produit des moyens, et on 
le divisera par l'extrême connu. 

Second exemple. Si 3 myriagrammes coûtent 
6 francs 3 décimes , combien coûteront 3o myria- 
grammes ? 

La nature de la question apprend qu'il y a le même 
rapport entre 3 myriagrammes et 3o myriagrammes, 

Ju'entre le prix des 3 myriagrammes et le prix 
es 3o myriagrammes : donc on a la proportion 



(a) La lettre * est employée ici pour tenir la place du 
quatrième terme de la proportion qui est inconnu , et qu'il 
s'agit de déterminer. 
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3 : 3o : : 6,3 : x ; donc x , ou le dernier terme de la 

3ox6,3 

proportion, = — — = oo irancs. 

Troisième Exemple. Quel seroit l'intérêt de 
800 fr. à 5 pour |? 

La nature de la question avertit que, plus le ca- 
pital sera considérable , plus l'intérêt doit i'êrreaussi ; 
ensorte qu'un capital 8 fois plus grand , doit avoir 
un intérêt 8 fois plus grand : on a donc la proportion 

5x8oo 

1 00 ca P- : 800 ca P- : : 5 int - : x ,nl - ; donc x= =4o f. 

100 

l42. Les exemples que nous venons de donner 
sont des règles de trois simples, parce qu'il n'y a 
effectivement que deux rapports simples : de plus, 
elles sont directes , parce que les deux rapports aug- 
mentent en même temps. Voici un exemple d'une 
règle de trois inverse. 

100 hommes bâtissent une maison en deux ans; 
on demande en combien de temps 200 hommes 
l'auroient bâtie ? 

L'état de la question avertit que , plus il y aura 
d'hommes , moins il faudra de temps pour faire le 
même ouvrage : donc le rapport du temps diminue 
uand le rapport des hommes augmente; c'est-à- 
ire, que l'un est l'inverse de l'autre. Au lieu de 
dire ioo h - : 2oo h * :: 2 * nD - : x* nn - , ce qui seroit faux ; 
renversez le premier rapport , et vous aurez 200 : 
1 00 : : 2 : x 5 donc x = 7^ = 1 ann - comme cela doit 
être. 

Au lieu de renverser le premier rapport , on 
auroit pu renverser le second, ou mettre le pre- 
mier en fraction, ayant pour numérateur l'unité, 

— î— • 1 "n'y 

Second exemple. Une personne a besoin de 3 
mètres d'étoffe large de f mètre , on lui en porte une 



3 



DE MATHEMATIQUES» m 

large de i; combien de mètres lui en faudra-t-il de 
cette dernière pour remplir le môme objet? 

Il est évident que plus 1 étoffe sera large , moins 
il en faudra ; donc le rapport de la largeur est l'in- 
verse de celui de la longueur. En renversant un 
des deux rapports , ils iront directement : ainsi , 
au lieu de dire f:|::3:#, oa dira ?-:~::3:x: 
£ x3 

donc x = — = 2 y de mètre. 

L'état de la question avertit toujours comment 
sont entr'eux les rapports ; et quand ils sont posés 
convenablement , il n'y a plus de différence entre la 
règle de trois directe et la règle de trois inverse. 

1 43. La nature de la question proposée est quel- 
quefois si compliquée, que la valeur de l'inconnue 
dépend de plusieurs rapports, dont les uns aug- 
mentent quand les autres diminuent; alors la règle 
de trois est dite composée : avant de chercher la va- 
leur de Pinconnue , il faut la réduire à une règle de 
trois simple , en comparant les rapports et les rédui- 
sant ainsi à deux. 

Exemple. 16 hommes travaillant pendant 6 
jours, à 2 heures par jour , ont fait 3o mètres d'ou- 
vrage; on demande combien de jours il faudra à 12 
hommes, travaillant 4 heures par jour, pour faire 
60 mètres. 

On voit qu'il y a ici plusieurs rapports. i°. Le rap- 
port des mètres aux mètres, = 3o : 60 ; 2 0 . le rap- 
port des hommes aux hommes, = 16:12; 3°^ le 
rapport des heures aux heures , = 2 : 4 ; 4°. enfin le 
rapport des jours aux jours, = 6 :x. 

On voit encore que plus il y aura d'hommes , 
moins il faudra de jours : donc le rapport de 
i6 h : i2 h - est l'inverse de celui de6 j à#'-; plus ils 
travailleront d'heures par jour, moins il faudra de 
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jours ; donc le rapport 2 N * : 4 h es t encore inverse dé 
celui de 6*- : x 1 - j plus il y aura de mètres à faire y 
plus il faudra de jours j donc le rapport de 3o m - : 6o m 
est direct. 

J'écrirai donc les deux 12 h - : i6 h - :: 6'- : x' u 

i)remiers rapports dans 4 h : 2 h ' 
e sens inverse , et le Zo m :§o m - 

dernier dans le sens di- ■ ■ — 

rect , comme on le voit i*.4.3o : 16.2.60:: 6 :x 
dans l'exemple. Je for- x _ 6x1920 _ g f 
merai le rapport com- i44o 
posé écrit au - dessous 

de la ligne , et je trouverai x = 8 par la proportion 
établie. 

Avant de composer le rapport, il faut avoir soin 
d'efFacer les facteurs communs à l'antécédent et au 
conséquent du premier rapport (i23) ; il n'en sera 
que plus simple. Ainsi , dans la question précédente , 
le rapport composé se réduit au rapport de 3 : 4 , et 
la proportion qui paroissoit d'abord si compliquée , 
se réduit à celle-ci , i:4::2:^ = 4X2 = 8 jours. 

La règle de trois composée se réduit donc tou- 
jours à une règle de trois simple. La seule attention 
qu'il faut avoir consiste dans la composition des rap- 
ports ; mais l'habitude et la pratique en apprendront 
plus que les préceptes. 

Nous ne pouvons pas entrerdans le détail de toutes 
les applications utiles qu'on peut faire de la règle de 
trois, à cause du nombre presqu'infini de questions 
qu'on peut résoudre par son moyen. Nous nous con- 
tenterons de citer les principales ; elles se résolvent 
toutes par la règle de trois , et ne diffèrent entr'elles 
que par leur énoncé. 

■ 

De la règle de société ou de compagnie. 

l44. La règle de société est une opération par 

laquelle 
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laquelle plusieurs associés ayant mis ensemble des 
fonds pour un même objet, en partagent le gain ou 
la perte, proportionnellement à leurs mises. Cette 
règle a deux casj le premier , si tous les associés ont 
fait les fonds dans le même temps 5 le second, si le 
temps n'est pas le même. 

Premier cas. Puisqu'il doit y avoir le même rap- 
port entre les gains qu'entre les mises , on pourra 
former autant de proportions qu'il y a d'associés. 
Supposons trois associés que nous désignerons par 
5, C; on dira donc, la mise de ^4 est au gain 
de ^4. , comme la mise de B est à son gain , comme 
la mise de C est à son gain : mais dans une suite de 
rapports égaux , la somme des antécédens est à la 
somme des conséquens , comme chaque antécédent 
est à son conséquent : donc on aura la proportion 
suivante. Les trois mises , ou le fonds total (somme des 
antécédens ) , sont aux trois gains ou au gain total 
( somme des conséquens ), comme la mise de chaque 
associé est au gain qui doit lui revenir. Il faudra donc 
additionner les différentes sommes d'argent que les 
associés ont fournies , pour en faire le premier terme 
de la proportion 5 le gain total , ou la perte commune , 
sera le second 5 chaque mise particulière sera le 
troisième, et le gain qui doit revenir à chaque mise , 
sera le quatrième. Il faudra répéter la règle de trois 
autant de fois qu'il y a d'associés. 

"Exemple. Trois négocians j£ ,B,C, ont chargé 
un vaisseau de ai 2 tonneaux de vin; ^i. a fourni 
1.542 fr. , B a fourni 1178^., et C63o fr. $ toute 
la cargaison est vendue à raison de 3a fr. le tonneau , 
on demande le gain de chacun. 

Il faut commencer par chercher le prix total de la 
vente , en multipliant 1 1 2 par 3a ; le produit est 6784 : 
ajoutant ensemble les mises particulières , on a 3 1 5o. 

H 
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Cette somme retranchée de 6784, laisse 3634 pour 
Je gain total : on aura donc les trois proportions, 

C 1342 : x = i548fr. , 19 
3i5o : 5634 : : \ ll 7^ : y = l 55g , 01 

( 63o : z = 7516 , 80 

Preuve 3i5o 3634 > 0 

l45. Dans cet exemple, on n'a pas eu égard au 
rapport du temps , parce qu'étant le même pour 
chaque mise , il doit influer également sur le gain 
ou la perte que chacun doit supporter 5 mais il n'en 
est pas de même lorsque le temps de chaque mise est 
différent. La considération de ce rapport constitue le 
second cas ; mais il est aisé de le ramener au premier, 
en composant convenablement les rapports. Suppo- 
sons pour exemple trois négocians qui ont fait une 
société ; le premier a mis 1200 fr., et a laissé son 
argent dans la société 12 mois; le second a mis 
1800 fr. , et n'a laissé son argent que 6 mois, le 
troisième a mis 24oo fr. , et a laissé son argent 3 
mois ; ils ont gagné 600 fr.; on demande quel doit 
être le gain de chacun , proportionnellement aux 
mises et au temps ? 

Pour résoudre cette question , on commencera 
par composer les rapports, en disant 1200 fr. pen- 
dant 12 mois, produiront le même intérêt que 
12X1200= i44oo fr. pendant un mois. Par la 
même raison , 1800 fr. dans le commerce, pendant 
6 mois , produiront le même intérêt que 6 X 1 800 = 
10800 fr. pendant un mois; et 24oo fr. pendant 
3 mois, produiront le même intérêt que3X24oo= 
7200 fr. pendant un mois. Ayant ainsi réduit le* 
temps à être le même pour chaque mise , le second 
cas se trouve ramené au premier, et ne présente plus 
aucune difficulté. On prendra donc la somme des 
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mises ainsi réduites , on en fera le premier terme de 
la proportion ; le gain total sera le second ; chaque 
mise particulière réduite sera le troisième, et Ton 
trouvera le quatrième par les règles ordinaires (a). 

De la Règle d'intérêt et d'escompte. 

l46. L'intérêt est le profit que tire le créancier 
du prêt de son argent 5' il dépend en général des 
conditions faites avec l'emprunteur. Il y a deux ma- 
nières d'énoncer l'intérêt : tantôt on dit que l'inté- 
rêt est à tant pour cent par an, tantôt qu'il est à tel 
denier. Suivant la première manière , on entend 
qu'autant de fois cent est contenu dans la somme 
totale , autant de fois on retire l'intérêt assigné à 
100 fr. 

Suivant la seconde expression , il faut entendre 
que l'intérêt est au capital , dans le même rapport 
que 1 est au nombre qui marque le denier : ainsi le 
denier étant 20 3 l'intérêt est un vingtième du ca- 
pital. 

On réduit la seconde de ces expressions à la pre- 
mière, en divisant le nombre 100 par le nombre qui 

• - * 

• — ■ — 1 

(a) On peut se servir du principe delà règle de société 
pour la répartition de la contribution foncière ; car on peut 
regarder la somme à répartir comme un gain ou une perte , 
le revenu de toute la commune comme un fonds total , et 
le revenu de chaque contribuable , comme la mise de chaque 
associé j en sorte qu'on dira le revenu de la commune est 
à la somme à répartir , comme le revenu de chaque contri- 
buable est à son imposition foncière : on répétera cette règle 

5 de trois autant de fois qu'il y a de contribuables. L'applica- 

tion de cette règle seroit extrêmement longue pour la répar- 

- tition dans les grandes communes : mais on peut l'abréger 

par des considération* particulières , qu'il seroit trop long 
d'appliquer dans cet ouvrage. 

5 * H 2 ' 
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marque le denier. Par exemple , le denier étant 20, 

l'intérêt sera tt = 5 P- 

On distingue deux sortes d'intérêts , le simple , et 
celui qu'on appelle intérêt redoublé ou composé. 

Le premier est celui qui se tire uniformément sur 
le premier capital , sans pouvoir devenir capital lui- 
même , ni produire intérêt. 

Le second est quand l'intérêt échu passe en na- 
ture de capital , et produit lui-même intérêt. Nous 
ne parlerons ici que de l'intérêt simple. 

Dans toutes les questions de l'un et l'autre genre , 
il y a cinq choses à considérer 5 i°. le capital ; 2 0 . le 
nombre arbitraire ,mais qui est ordinairement 100, 
qui sert de terme de comparaison pour fixer l'inté- 
rêt 5 3°. le taux de l'intérêt ; 4°. le temps que le ca- 
pital a été gardé 5 5°. ce qui revient tant en capital 
qu'en intérêts au bout du temps supposé. 

Exemple. Une personne a prêté 4ooo liv. à 5 p. ; 
aran : à combien montent les intérêts et le capital au 
out de 5 ans 6 mois 1 8 jours ? On commencera par 
chercher l'intérêt pour un an , et le multipliant par 
5 ans 6 mois 18 jours , on aura l'intérêt cherché : on 
réduira d'abord 5 ans 6 mois 18 jours en déci- 
males (5 an8 ,55) ; on dira ensuite , il y a le même rap- 
port entre 100 fr. et 4ooo fr. qu'entre l'intérêt de 
100 liv. et l'intérêt des 4ooo fr. Donc 100 : 4 000 : : 
5:# = 2ooliv. C'est l'intérêt pour un an. En le 
multipiiant par 5,55 , on aura n 10 fr. pour l'intérêt 
de 5 ans 6 mois 18 jours : ajoutant le capital, la 
somme totale sera 5no fr. 

147. L'escompte est en général la remise que 
fait le créancier , ou la perte à laquelle il se soumet 
en faveur du payement anticipé qu'on fait d'une 
somme avant l'échéance du terme. 

On peut encore dire qu'escompter sur une somme, 
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c'est en séparer les intérêts qui y sont confondus 
avec le capital. 

La règle d'escompte a une grande analogie avec 
la règle d'intérêt , parce que Tune et l'autre con- 
sistent à prendre l'intérêt d'un capital ; d'où il suit 

Sue comme on distingue deux sortes d'intérêts , on 
istinguera aussi deux sortes d'escomptes , le simple 
et le composé. Nous ne parlerons ici que de l'es- 
compte simple. 

Pour bien entendre la règle d'escompte , il faut 
savoir ce que l'on entend par l'escompte pris en de- 
dans et l'escompte pris en dehors. L'escompte est pris 
en dedans , lorsqu'il est prélevé sur toute la somme 




que l escompte de la somme qu on paye. 
Par exemple, l'escompte en dedans de ioo fr. à 5 
p. £ est 5 fr. , et l'escompte en dehors de la mêm* 
somme et au même taux est 4 fr. 761. 

Les banquiers et négocians ont coutume de 
prendre l'escompte en dedans j mais de toutes les 
manières d'escompter , c'est la plus vicieuse et la 
plus injuste , et l'on ne peut la justifier que par l'u- 
sage (a). ^ . 

En suivant les principes de la saine raison , on 
verra que la somme remboursée doit toujours être 
telle , que l'état du débiteur ou du créancier , à l'é- 
poque de l'échéance , soit le même que si l'es- 
compte n'avoit pas eu lieu ; c'est-à dire que si le 



(a) Pour senlir le défont de cette manière d'escompter y 
supposons une personne devant à un négociant 100 fr. paya- 
bles dans 20 ans : elle lui propose de le rembourser aujour- 
d'hui , en retenant l'escompte à 5 pour cent. Si l'on prend 
l'escompte en dedans , il faudra retenir 100 ù. ; donc il ht 
rembourseront avec rien , ce qui est absurde. 

H 3 



I 



Djgitîzed by Google 



Ïl8 LEÇONS ÉLÉMENTAIRES 

créancier place à intérêt la somme qu'il reçoit, cet 
intérêt doit être égal à l'escompte qu'il a donné ; et 
si le débiteur place àintérêtrescompte qu'il retient, 
cet intérêt , ajouté à l'escompte , doit égaler l'intérêt 
même de ce qu'il devoit : or, c'est ce que l'on ob- 
tiendra en prenant l'escompte en dehors, comme 
on le verra dans l'exemple suivant : 

Exemple. Déterminer quelle somme il faut don- 
ner, pour acquitter 4ooo fr. qui ne sont payables 
que dans un an , en retenant l'escompte à 5 pour £. 

Voici le raisonnement qu'il faut faire dans tous 
les cas semblables : 

Si je devois 100 fr. > payables dans un an , îl est 
évident qu'endormant aujourd'hui 100 fr. ,1e sort 
du créancier s plaçant cette somme à 5 pour ~ , se 
trouveroit le même au bout de l'année. Je puis donc 
équitablement acquitter io5 fr. payables en un an , 
en donnant loo fr. ; mais si io5 fr. se réduisent 
à 100 fr. , à combien se réduiront 4ooo fr. ? J'au- 
rai donc la proportion io5 : 100 :: 4ooo:x=^~f^ 
= 3809 fr. 53 c. En prenant l'escompte en dedans, 
on auroit trouvé 38oo fr. L'erreur auroit été 
de 9 fr. 53 c. 

De la règle de change , ou règle conjointe. 

l48. La règle de change est une opération par 
laquelle on convertit l'expression d'une somme quel- 
conque déterminée , en valeur d'une monnoie étran- 
gère , d'après un rapport connu entre les monnoies. 

Si pour faire cette conversion ou ce change, on 
a besoin de plusieurs rapports intermédiaires, la règle 
de change est appelée règle conjointe. 

Exemple de la première espèce : 

Un négociant de Genève reçoit une facture de 
Lyon de 166 fr. 67 c. Il veut , pour payer cette 
somme, prendre une lettre de change à Genève, 
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sur Lyon. Le change entre la France et Genève est 
de 5 fr. de France pour 3 fr. de Genève. On de- 
mande combien il doit débourser à Genève pour 
avoir une lettre de change de la somme demandée ? 

Il est évident que tout le calcul à faire se réduit à la 
proportion suivante 5 : 3 : : 1 66 fr. 67 : x— 1 00 fr. o 1 c. 
monnoie de Genève. 

Exemple de la seconde espèce : 

Il est dû à un particulier de Paris 800 creuzades 
de Portugal. Lisbonne n'ayant pas de change ouvert 
avec Pans , il fait le change par la voie d'Amster- 
dam et de Genève. Le rapport du change de Lis- 
bonne à Amsterdam , est de 1 creuzade pour 45 
deniers de gros : celui d'Amsterdam à Genève est 
de 92 deniers pour3fr. >et celui de Genève à Paris, 
est de 3 fr. pour 5 fr. Combien vaudront les 80a 
creusades en argent de France ? 

Tout l'art de cette règle consiste à ordonner plu- 
sieurs proportions > de manière qu'étant multipliées 
par ordre , elles donnent une proportion composée, 
dont l'un des deux rapports se réduise à celui de 1 
à 1 , et dont l'autre soit le produit de plusieurs rap- 
ports simples. On disposera donc la proportion» 
comme il suit : 

1 ereusade : 1 denier d'Amst. : r 45 : 1 
1 den.d'Amst. : 1 liv. de Genève : : 3 r 
1 1. de Genève : 1 fr. de France : r 5:3 
1 fr.de France : 1 ereusade : : 800 : x 5 

lesquelles étant multipliées par ordre , donnent une 
proportion dont le premier rapport est celui de 1 : 1; 
le second doit donc être aussi un rapport d'égalité r 

, ' 45«3.5,8oo 

donc on aura x = <- 9 et en simplifiant > 

H4 
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De la règle de fausse position. 

l4g. La règle de fausse position est une opéra- 
tion par laquelle on détermine la valeur d'un nombre, 
en appliquant les conditions données à un autre 
nombre supposé , et pris à volonté. 

Exemple. Trois négocians A> B, C, conviennent 
de donner 1000 fr. à eux trois pour une entreprise, 
de manière que A ne paie que la sixième partie de 
ce que paiera B , et B les deux tiers de ce que 
paiera C : on demande ce que chacun doit donner ? 

Supposons que Adonne 100 fr.,i5 donnera 600 fr. 
et C donnera 900 fr. ; à eux trois ils donneront 1 600 fr. 
La supposition faite est donc fausse ; elle va cepen- 
dant servir à nous faire trouver le véritable nombre; 
car les trois portions de A, B , C, doivent être en- 
tr'elles dans le même rapport que les trois nombres 
1 00 , 600 , 900 : représentons donc les trois portions 
parles trois lettres A,B, C, on aura la proportion 
100 : A: :6oo:B::$ooîC' 7 donc, i6oo:A-tB 
4- C: : 100 : A: : 600: Z? 1:900 : C. (137) : ovA+ B 
+ C = la somme â avancer s= 1000 fr. 5 donc A 
=62fr.5oc, #=375 fr. , C=562fr.5oc. 

l5o. Il arrive quelquefois qu'une seule supposi- 
tion ne suffit pas pour déterminer le vrai nombre ; il 
faut en faire deux , et alors la règle est nommée de 
double fausse position. Ce cas a lieu principalement 
lorsqu'on a des nombres déterminés , ajoutés ou 
soustraits avec ceux qui sont en proportion ; ces 
nombres, étant indépendans du rapport, troublent 
la proportion : mais en prenant la différence du vé- 
ritable nombre , au nombre supposé, ces nombres 
disparaîtront , et cette différence sera proportion- 
nelle à l'erreur commise par la première supposi- 
tion. En faisant une seconde supposition , et la 
traitant comme la première , on aura la différence 
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du véritable nombre au- second nombre supposé ; 
qui sera, dans le même rapport, avec la seconde 
erreur; donc on pourra en faire une proportion. 

Exemple. On demande un nombre dont la moi- * 
tié , le quart, plus 2 , fassent 1 1 . 

Je suppose que ce nombre soit 8 : la moitié , le 
quart de 8 , plus 2 , font 8 ; Terreur est donc de 3 ; 
et cette erreur est proportionnelle au véritable 
nombre diminué du nombre supposé,. Je fais une se- 
conde supposition 4 : la moitié , le quart de 4 , plus 2 , 
font 5 ; Terreur est ici de 6 , et elle est également pro- 
portionnelle à la différence du véritable nombre et 
du second nombre supposé. En représentant par x 9 
Je véritable nombre , on aura la proportion 3 : 6 : : x 
—8 : x — 4 ou 6 — 3 : 3 : : 4 : x — 8 (a) , ce qui suffit 
pour déterminer 12. 

La plupart des pro blêmes où Ton emploie la règle 
de double fausse position se résolvent plus directe- 
ment par Tanalyse algébrique ; nous ne nous y ar- 
rêterons pas davantage , et nous renvoyons à la 
théorie des équations, pour compléter cette partie 
de l'arithmétique. 

4 De la règle d'alliage. 

l5l. o\ appelle en général alliage , le mélange 
d'un certain nombre de choses de différentes va- 
leurs, qui composent un tout d'un égal nombre de 
parties et d'une valeur moyenne : ainsi la règle 
d'alliage a deux parties. 

Dans la première, on cherche la valeur moyenne 
et commune de chaque partie du mélange, quand 
on connoit le nombre des parties , et la valeur par- 
ticulière de chacune d'elles. 

(a) Ona,6— 3:3::*— 4 — (*— 8):* — 8; or *— 4 — 
se — 8-|-4 ; la proportion se change donc en celle-ci f 6 — 3 ; 
3 :: 4 : x — 8. 
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Dans la seconde , on cherche le nombre des par- 
ties des choses qui doivent être mélangées ou alliées , 
quand on connoît le nombre total des parties , et 
leurs valeurs moyennes. 

Le premier de ces problêmes n'est susceptible que 
d'une solution ; le second est susceptible de plu- 
sieurs , lorsqu'il entre plus de deux espèces dans 
le mélange. 

Première partie. Trouver le prix moyen de 
l'unité du mélange, quand on connoît le nombre 
et la valeur des choses dont il est composé. 

Multipliez le nombre des choses de chaque es- 
pèce du mélange , par la valeur de l'unité de chaque 
espèce : divisez ensuite la somme de ces produits 
par le nombre total des choses , le quotient sera 
la valeur moyenne. 

Exemple. Un marchand de vin a mêlé ensemble 
des vins de difFérens prix; savoir: 5oo bouteilles à 
7 décimes la bouteille; 200 bouteilles à 10 décimes; 
i5o bouteilles à i3 décimes ; on demande combien 
il doit vendre la bouteille du mélange ? 

Les difFérens prix , multipliés par le nombre des 
mesures de chaque espèce, font 2100, 2000, 
1950 décimes. La somme sera 6o5o décimes, qui, 
divisée par 65o , nombre de bouteilles , donne 
95 centimes à-peu-près, pour le prix moyen du 
mélange. 

Seconde partie. Deux quantités de différentes va- 
leurs étant données, déterminer ce qu'il fautprendre 
de chacune , pour former une quantité moyenne 
dont la valeur est donnée. 

Comparez le prix de chaque quantité avec le 
prix moyen ; écrivez leur différence avec le prix 
moyen dans un ordre inverse , c'est-à-dire la diffé- 
rence du plus haut à côté du plus bas , et celle du 
plus bas à côté du plus haut. Ces deux différences > 
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ainsi écrites, marqueront ce qu'il faut prendre de 
chaque quantité. 

Exemple. Un marchand de vin a des vins à 
g5 centimes la bouteille , et à 5o centimes ; il vou- 
droit en composer un mélange qu'il pût vendre *]5 
centimes la bouteille. 

Ecrivez les deux prix , et le moyen comme dans 
l'exemple ci - joint. Comparez g5 
à 76; la différence est 20 qu'il faut £$9^ 
écrire à côté de 5o. Comparez 5o ' f 5o • • . • 20 
à 75, la différence est 25 qu'on 
écrit à côté de 95 ; ce qui marque que sur 25 bou- 
teilles du vin à g5 centimes , il faut 20 bouteilles du 
vin à 5o centimes 5 ou, ce qui est la même chose , 
sur 5 de la première qualité , il en faut 4 de la se- 
conde , pour que la bouteille du mélange puisse 
être vendue y5 centimes. 

En effet , si on mettoit dans le mélange une bou- 
teille de vin à g5 cent. , et une bouteille de vin à 
5o cent. , la première produiront une augmentation 
de prix de 20 cent. , et la seconde une diminution 
de 26 cent. Or , pour que l'augmentation et la dimi- 
nution se compensent mutuellement, il faut prendre 
un nombre de bouteilles de chaque qualité , qui 
soit en raison inverse de la différence des prix ; donc , 
il faut en prendre i5 de la première et 20 de la se- 
conde , parce <jue l'excès 20 , répété i5 fois, éga- 
lera la diminution 25 , répétée 20 fois. 

l52. Si l'alliage ou mélange étoit composé de 
trois ou quatre matières différentes, on compare- 
roit leurs prix deux à deux avec le prix moyen , ob- 
servant de prendre toujours dans la comparaison un 
prix au-dessus et un prix au dessous du prix moyen. 

Exemple, Avec du café à 6 fr. , à 10 fr. , à 
i5 fr. , à 17 fr. le myriagramme , on veut faire un 
mélange à 12 fr. le myriagramme; combien faut- 
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il en prendre de chaque espèce pour la compo- 
sition du mélange. 

Ecrivez les prix comme dans 
l'exemple ci-à côté : comparez 17 
et 6 au prix moyen ; écrivez les 
différences dans un ordre inverse ; 
comparez 1 5 et 1 o au prix moyen , 
et écrivez les différences dans un ordre inverse , et 
vous trouverez que le mélange doit être composé de 
6myriagrammes de la première qualité, de 2 de la 
seconde , de 3 de la troisième, et de ô de la qua- 
trième. On sent assez , par ce que nous avons dit 
dans le premier exemple , que l'augmentation dans 
Tfe prix , occasionnée par les myriagrammes de la 
première qualité , est compensée par la diminution 
produite par ceux de la quatrième. Il en est de 
même entre la seconde et la troisième qualité. 

On pourroit comparer la première qualité à la 
troisième , et la seconde à la quatrième , ce qui don- 
neroit une solution différente de la même question : 
et si parmi les différentes qualités, il ne s'en trou- 
voit qu'une dont le prix fût au - dessous du prix 
moyen , il est visible qu'il faudroit la comparer suc- 
cessivement plusieurs fois avec le prix moyen , et 
écrire chaque fois la différence à côte des autres prix. 

On peut mettre une condition de plus au pro- 
blême , qui limitera le nombre des solutions. On peut 
demander, par exemple , que le nombre total des 
myriagrammes du mélange soit 800. Dans ce cas , 
il y auroit une proportion à ajouter 5 on prendroit la 
somme des différences , qui est 16 , et on diroit : 

r 6 : x = 5oo 

16:800:: j 3 1 * = i5g 

•e qui remplit les conditions du problème^ 



/ 



Digitized by Google 



DE MATHÉMATIQUES. ia5 
Des progressions arithmétiques. 

153. Une progression arithmétique est une 
suite de termes , tels que le premier est surpassé 
par le second , de la même quantité que le second 
est surpassé par le troisième , le troisième par 1© 
quatrième , etc. La raison est l'excès d'un des 
termes sur celui qui le précède. Ainsi , dans la pro- 
gression suivante: 1.5.5.7.9. 11. i3, etc. la rai- 
son est 2. Si les termes vont en augmentant , la suite 
est nommée progression croissante 5 et s'ils vont en 
diminuant, elle est nommée progression décrois- 
sante. Une progression décroissante peut être con- 
sidérée comme croissante : on n'a qu'à la prendre au 
rebours , et regarder le plus petit terme comme 
le premier. C'est sous ce point de vue que nous les 
considérerons. 

, * 

154. Il suit de la définition des progressions arith- 
métiques, que chaque terme est égal à celui qui le 
précède , augmenté ou diminué de la différence 
commune. Ainsi, quand on connoît deux termes 
consécutifs d'une progression , on connoît la diffé- 
rence , et par conséquent toute la progression. 

La loi d'une série ou suite, est la manière dont ses 
termes se forment successivement. Ainsi la loi de la 
progression arithmétique consiste en ce que chaque 
terme est égal à celui qui le précède immédiate- 
tement , augmenté ou diminué de la différence. 

Le terme général d'une série ou suite , est l'ex- 
pression d'un terme quelconque , au moyen du nom- 
bre qui marque le rang de ce terme. 

Le terme sommatoire , ou simplement la somme , 
est l'expression générale de la somme de tous le* 
termes de la série. 

C'est une recherche intéressante , et souvent 



t 



Pigitized by Google 



126 LEÇONS ÉLÉMENTAIRES 

difficile , de trouver le terme général et le terme som- 
matoire d'une série. 

155. Dans les progressions arithmétiques , le 
terme général est égal au premier terme de la pro- 
gression, augmenté de la différence multipliée par 
le nombre qui indique le nombre des termes qui sont 
avant celui qu'on cherche. 

Car chaque terme est égal à celui qui le précède , 
augmenté de la différence : donc le second est égal 
au premier, plus une fois la différence ; le troisième 
est égal au premier, plus deux fois la différence. . . 5 
et le dernier est égal au premier, plus la différence 
multipliéepar le nombre destermesquisontavantlui. 

Exemple. On demande le centième terme d'une 
progression arithmétique, dont le premier terme 
est 5 , et le second 8 ; le dernier sera 5 + 3 x 99=302. 

156. Dans une progression arithmétique , la 
somme des extrêmes est égale à celle de deux 
termes également éloignés des extrêmes. Supposons 
une progression arithmétique composée de 20 ter- 
mes; la somme des extrêmes sera égale à deux fois 
le premier terme, plus dix-neuf fois la différence ; 
le second contiendra le premier, plus une fois la 
différence; et l'avant-dernîer contiendra le premier, 
plus dix-huit fois la différence : donc la somme des 
deux égalera celle des extrêmes 5 le troisième con- 
tiendra la différence une fois de plus que le second , 
et l'antépénultième la contiendra une fois de moins 
que l'avant-dernier : donc la somme sera encore la 
même. Le même raisonnement appliqué à tous les 
termes , pris deux à deux dans l'ordre indiqué , feroit 
voir que les sommes seroient égales à celle des 
extrêmes. 

On peut se convaincre de cette vérité , en écrivant 
les uns sous les autres les termes de la même pro- 
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pression pris dans un ordre renversé, et, les ajoutant 
ainsi deux à deux, les sommes seront toutes égales 
entr'elles , comme on le voit dans l'exemple suivant : 

1. 3. 5. 7. g.n.i3.i5 
i5.i3.ii. 9. 7. 5. 3. 1 

- 1 - a - 

16. 16. 16. 16. 16. 16. 16. 16 

donc le premier terme et le dernier, le second et 
l'avant- dernier , formeront une proportion arithmé- 
tique ; et généralement deux termes pris indistincte- 
ment dans une progression arithmétique , et deux 
autres termes pris dans la même progression, et sé- 
parés par un même nombre de termes que les deux 
premiers , formeront nécessairement une proportion 
arithmétique. 

Si le nombre des termes de la progression est im- 
pair, la somme des extrêmes sera égale au double du 
terme également éloigné des deux extrêmes. 

157. Dans une progression arithmétique, le terme 
sommatoire , ou la somme de tous les termes est 
égale à la somme des extrêmes, multipliée par la 
moitié du nombre des termes. 

Car si nous réunissons les termes deux à deux, le 
premier avec le dernier, le second avec l'avant- 
dernier , et ainsi des autres, la somme totale sera 
égale à la collection des sommes partielles. Or, ces 
sommes sont toutes égales ; donc la somme totale 
sera égale à une seule répétée autant de fois qu'il y 
a de ces sommes partielles : mais le nombre en est 
égal à la moitié du nombre des termes 5 donc le 
terme sommatoire est égal à la somme des extrême* 
multipliée par la moitié du nombre des termes. 

Exemple. On demande la somme de tous les 
termes de la progression 1. 3. 5. 7.9» 1 1. . • • 199 f 
composée de cent termes ? 
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La somme totale est ( i + igg)x5o= 10000. 

Dans toute progression arithmétique, on peut 
distinguer cinq principaux élémens 5 savoir , le pre- 
mier terme , le dernier , la différence , le nombre des 
termes , et la somme de tous. * 

La formule qui nous donne le terme général , celle 
qui donne le terme sommatoire, suffisent pour nous 
faire connoître deux de ces élémens , si nous con- 
noissons les trois autres : mais nous ne pourrions en- 
trer dans ce détail sans le secours de l'algèbre. Nous 
nous bornerons à chercher la différence, connois- 
sant le premier terme, le dernier, et le nombre de 
tous les termes. 

l58. La différence commune de la progression 
arithmétique , est égale à la différence du premier 
et du dernier terme, divisée par le nombre de tous 
les termes , diminué d'une unité. 

Car le dernier terme est égal au premier, plus à 
la différence multipliée par le nombre des termes 
moins un : donc si nous retranchons le premier du 
dernier, ce qui restera sera l'expression de la diffé- 
rence multipliée par le nombre des termes de la 
progression diminué d'une unité 5 donc si on divise 
ce reste par le nombre des termes moins un , le quo- 
tient donnera la différence que nous cherchons. 

Exemple. On demande la différence ou la raison 
d'une progression composée de neuf termes, dont 
le premier est 1 , et le dernier a5. 

a5 — 1 

Cette différence est égale à — == 3. 

8 

Donc les termes de la progression seront • 

1.4.7.10.13.16. 19. 22. z5. 

On se sert de cette loi pour insérer entre deux 
nombres donnés autant de moyens proportionnels 
qu'on veut : car pour cela il suffit de connoître 

la 
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la différence qui doit régner d'un terme à l'autre* 
Exemple. On propose d'insérer huit moyens pro- 
portionnels arithmétiques entre 3 et hj. 

Le nombre de tous les termes de la progression 
sera donc de dix: donc la différence commune 

sera — = 6 , et la progression demandée sera 

3.9. i5.2i. 27 • 33. 3g. 45. 5i. 5j (a). 

Des progressions géométriques. 

1 5g. Une progression géométrique est une suite 
de termes tels, que le premier est contenu dans le 
second , comme le second est contenu dans le troi- 
sième , comme le troisième est contenu dans le qua- 
trième.. .. &c. 

La raison de la progression est le nombre de fois 
qu'un terme contient celui qui le précède; c'est le 
quotient du conséquent divisé par l'antécédent. 
Ainsi , dans la progression suivante , 1: 2:4:8: 16: 
32 : 64: ... &c. la raison est 2. 

Si les termes vont en augmentant, la progression 
est croissante, et s'ils vont en diminuant, elle est 
décroissante. 

Lorsque la progression est décroissante , on peut 
la regarder comme croissante, en la prenant au re- 
bours, et considérant le plus petit terme comme le 
premier. 

Une progression géométrique peut être composée 

* 

(a) La manière d'insérer entre deux nombres autant de 
moyens proportionnels qu'on voudra, est une des bases de 
la théorie élémentaire des logarithmes , c'est ce qui nous a 
engagés de l'insérer ici , en renvoyant à l'algèbre la solution 
des autres questions qui se présentent dans la théorie des 
progressions arithmétiques. 

I 
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d'un nombre illimité de termes ; si elle est croissante,' 
on dit que son dernier terme est infini; et, si elle est 
décroissante , son dernier terme est dit infiniment 

petit ou zéro (a). , , 

Il suit de la définition des progressions géométri- 
ques, que chaque terme est égala celui qui le pré- 
cède multiplié par la raison : ainsi , quand on connoît 
les deux premiers termes d'une progression géomé- 
trique , on connoît la raison , et par conséquent tous 
les termes de la progression. 

Si le premier terme de la progression géomé- 
trique est l'unité , le quotient ou la raison sera égal au 
second terme , et par conséquent les termes de la 
progression seront les puissances successives du se- 
cond terme ou du quotient, comme on le voit dans 

la progression suivante : • 

x ; 3; g : 27 : 81 : s43 : 729 : 2187. ... &c. 

Si , au lieu d'écrire les puissances, on veut se con- 
tenter de les indiquer par des exposans, on aura. . . 
3°:3 , :3 a :3 3 :3 4 :3 5 :3 6 : 3 7 :3 8 ....&c. 

On remarquera facilement crue, lorsque les puis- 
sances forment une progression géométrique , les 
exposans qui les désignent forment une progression 
arithmétique. 

Les deux questions principales qu'on peut se pro- 

(a) Le dernier terme d'une progression géométrique crois- 
sante ne peut jamais être infini , parce que , quelque grand 

au'on le supP 1 " 8 > il sera ,on ' ours P 048 * 16 d e ° co ™ ey ° lT 
lui plus grand. Par la même raison , une progression décrois- 
sante ne pourra jamais finir par zéro, parce que quelque 
peUt que soit le dernier terme, il sera une fracl.on du pré- 
cédent. Les mots i'infini et zéro ne sont employés ici que 
pour désigner les limites des progressions; c'est-à-dire que 
plus on prendra de termes dan. les deux progressions , plus 
Fa première approchera de l'infini, et la seconde de zéro, 
sans cependant pouvoir jamais atteindre ces limites. / 



Digitized by Google 



DE MATHÉMATIQUES. i5 t 

poser dans tes progressions géométriques, sont de 
chercher le terme général et le terme sommatoire. 

160. Dans la progression géométrique , le terme 
général est égal au premier terme de la progression , 
multiplié par la raison , élevée à une puissance mar- 
quée par le nombre des termes de la progression, 
diminué d'une unité. 

Car chaque terme est égal à celui qui le précède 
multiplié par la raison ! donc le second est égal au 
premier multiplié par la raison ; le troisième est égal 
au premier multiplié par deux fois la raison 5 et le 
dernier sera égal au premier , multiplié par autant 
de fois la raison, qu'il y a de termes avant lui : donc 
il est égal au premier multiplié par la raison, élevée 
à une puissance marquée par le nombre des termes, 
diminué d'une unité. 

Exemple. On demande le vingtième terme de la 

Ï>rogression géométrique , dont le premier est 1 , 
e second 2 , le troisième 4 > &c. le dernier sera 
ssixa' 9 = 524288. 

161. Dans toute progression géométrique, le 
produit des extrêmes est égal au produit de deux 
termes également éloignés des extrêmes. 
^ Supposons une progression composée de vingt 
termes; le produit des extrêmes sera égal au produit 
du quarré du premier terme multiplié par 19 fois la 
raison ; le second terme contiendra une fois le pre- 
mier , multiplié par une fois la raison ; et Pavant- 
dernier sera égal au premier, multiplié par 1 8 fois la 
raison : donc le produit des deux égalera celui des 
extrêmes. Il en sera de même du troisième et de 
x l'antépénultième, . . •&c. : donc. • &c. 

Donc le premier terme , le second , Pavant-der- 
nier et le dernier , formeront une proportion géomé- 
trique j et généralement deux termes pris indistinc- 
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' tement dans une même progression géométrique, 
et deux autres termes pris dans la même progression, 
et séparés l'un de l'autre d'un intervalle égal à celui 
qui sépare les deux premiers, formeront une pro- 
gression géométrique. 

162. Dans toute progression géométrique , le 
produit de tous les termes est égal au produit des 
extrêmes , élevé à une puissance marquée par la 
moitié du nombre des termes. 

Car, si on multiplie les termes de la progression 
deux à deux , le premier avec le dernier , le second 
avec l'avant - dernier , et ainsi des autres , on for- 
mera des produits égaux en nombre égal à la 
moitié du nombre des termes ; si on multiplie 
tous ces produits entr'eux , le produit total sera le 
produit de tous les termes de la progression : mais 
puisqu'ils sont tous égaux au produit des extrêmes , 
il s'ensuit que le produit total sera égal au produit 
des extrêmes, élevé à une puissance marquée parla 
moitié du nombre des termes. 

Exemple. Dansla progression 1.2. 4.8. 1 6*. 32, 
le produit de tous les termes est (1 x3s) 3 = 32768. 

163. Dans toute progression géométrique, la 
somme de tous les termes est égale au dernier term e 
multiplié par la raison de la progression , ce produit 
étant diminué cÙSla valeur du premier terme , et di- 
visé ensuite par la raison diminuée d'une unité. 

Pour mieux entendre la démonstration , prenons 
pour exemple la progression 3 : 9 : 27 : 8 1 : 243 : 729. 
En représentant par S la somme de tous les termes , 
nous aurons cette égalité S = 3 + 9 + 27 + 8 1 + 
+ 729 : si on multiplie toute l'égalité par la raison 5, 
on aura 3 tf== 9 + 27 + 81 + 243+729 + 2187 ; si 
on retranche la première de la seconde , il restera 
3 S = a 1 87 — 3 , ou 3 X 729 — 3 5 si on divise tout 



1 



DE MATHÉMATIQUES. i33 

5X729 — 5 r> 
par 2 , on aura o = . L on voit par ce 

résultat , quelasommede touslestermes représentés 
par tfest égale au dernier terme 729 multiplié par 5 
qui est Ja raison , en retranchant de ce produit le 
premier terme 3 de la progression, et divisant le 
tout par la raison diminuée d'une unité. Si la raison 
de la progression eût été 4 , on eût multiplié le der- 
nier terme par 4 , et on eût divisé par 3. 

Exemple. On demande la somme de tous les termes 
de la progression 1 : 2 : 4 : 8 : 16 : '61 : 64 : 128 : 256. 

266 x 2 — 1 

La somme totale est — — 5i 1. . . 

2 — 1 

Si la progression étoit décroissante, la manière de 
trouver la somme seroit la même , en regardant le 
plus petit terme comme le dernier , et le plus grand 
comme le premier. 

Exemple. On demande la somme de tous les 
termes de la progression suivante , continuée à l'in- 
fini - • - • 1 * — - -i- • -i- • — î— • — î— Rrc 

Puisque cette progression est continuée à l'infini', 

ses termes approchent continuellement de la limite r 

on peut donc prendre pour dernier terme la limite 

même, c'est-à-dire zéro 5 la raison de la progression 

est 2 , le plus grand terme 7 , et le plus petit o ; donc 

. 2X7—0 

la somme = — 1 . 




jamais épuiser le nombre de termes qui 
fini 5 mais plus on prendra des termes dans la pro- 
gression , plus leur somme approchera de l'unité : 
ainsi l'unité est la limite de la somme des termes de 
cette progression ; c'est-à-dire que l'unité est le nom- 
bre duquel cette somme approche de plus en plus, 

13 
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sans pouvoir jamais l'égaler , mais dont elle peut 
approcher aussi près qu'on voudra. 

l64. Dans toute progression géométrique, on 
peut distinguer cinq principaux élémens ; savoir , le 

|)remier terme , le dernier , le quotient ou la raison , 
e nombre des termes, et la somme de tous. La for- 
mule qui donne le terme général, combinée avec 
celle qui donne le terme sommatoire , sufîiroit pour 
faire connoître deux de ces élémens , si on connoissoit 
les trois autres. Mais ici les calculs seroient encore 
plus compliqués que dans les progressions arithmé- 
tiques. Nous sommes donc forcés de renvoyer à l'al- 
gèbre les détails et les applications de ces formules. 

Nous ferons ici la même remarque que sur les 
progressions arithmétiques ; savoir, que pour insérer 
un nombre donné de moyens proportionnels géo- 
métriques, entre deux nombres donnés , il suffit 
de trouver la raison ou le quotient. Ce moyen, et 
celui que nous avons indiqué pour les progressions 
arithmétiques , sont les deux bases du calcul élémen- 
taire des logarithmes. 

La théorie des progressions géométriques est une 
des plus utiles dans les élémens de mathématiques, 
parce que beaucoup de questions intéressantes en 
dépendent. Par exemple , les problèmes sur les 
annuités, sur l'intérêt composé, l'escompte, l'éta- 
blissement des rentes viagères, et beaucoup d'autres 
semblables. Si on suppose qu'une somme donnée 
d'argent produise au bout d'un. certain temps, une 
certaine somme $ au bout d'un temps double , la 
même somme aura produit encore une pareille 
somme, et de plus , la somme produite dans le pre- 
mier temps aura produit proportionnellement une 
autre somme pendant le second espace de temps, 
et ainsi de suite. Si l'intérêt est à 5 pour £ , ou au 
denier 20, le capital sera augmenté au bout d'un 
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an d'un vingtième, c'est-à-dire, qu'il se trouvera 
augmenté dans le rapport de 21 : 20; au bout de 
deux ans , il se trouvera encore augmenté dans le 
même rapport ; il sera donc égal au premier capital 
multiplié deux fois par ou ( {± ) a : à la fin de la troi- 
sième année , il sera augmenté dans le même rap- 
port; il sera donc multiplié par (7^)% et, au bout 
de i5 ans, il sera multiplié par (f£)' 5 . Or, il est aisé 
de remarquer que tous ces termes forment une pro- 
gression géométrique , dans laquelle la raison est ~ : 
donc pour trouver ce que deviendra une somme 
d'argent , placée à intérêt composé pendant i5 
ans, il faut chercher le quinzième terme d'une pro- 
gression géométrique, dont le premier terme est 1 , 
et la raison ff, et multiplier la somme placée, par ce 
quinzième terme. 

Réciproquement , pour trouver la valeur présente 
d'une somme payable au bout d'un certain temps, fl 
faudra divisée la somme proposée autant de fois par 
la fraction qu'il y a d'années à courir. En efFet , 
puisque 20 fr. payables aujourd'hui , valent a 1 fr., 
payables dans un an , réciproquement , 21 fr. paya- 
bles dans un an , ne valent que 20 fr. payables au- 
jourd'hui. Ainsi , pour trouver combien un capital 
payable seulement au bout d'un certain temps, vau- 
droit une année plutôt, il faudra le multiplier par 77 : 
pour trouver sa valeur deux années avant réchéance, 
on le multipliera par (77)% et en général , sa valeur 
réelle un certain nombre d'années déterminé avant 
l'échéance, sera exprimée par le même capital^ 
multiplié par la fraction f r , élevée à une puissance 
désignée par le nombre des années. C'est ainsi que 
devroit s'effectuer la règle d'escompte composée(a). 



(a) On ne connoît dans le commerce qu'une espèce d'es- 
compte, c'est celle de l'intérêt simple \ encore même, dans 

14 
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1 65. En examinant avec attention les divers ré- 
sultats que nous ont fourni les rapports , les propor- 
tions et les progressions , on observe entr'eux 
une analogie remarquable. Tout ce qui , dans les 
rapports , les çroportions , les progressions arith- 
métiques , est exprimé en sommes , ou diffé- 
rences , se trouve exprimé en produits ou quotients, 
dans les rapports, proportions ou progressions géo- 
métriques 5 tout ce qui , dans les progressions arith- 
métiques , se rapporte aux produits et aux quotients, 
se rapporte aux puissances et aux racines dans les 
progressions géométriques. 

Cette analogie a conduit Neper à la découverte 
des logarithmes. Cette invention est sans contredit 
une des plus intéressantes qu'on ait faite dans la 
science des nombres , puisqu'en abrégeant les opé- 
rations de l'arithmétique , elle facilite l'application 
du calcul à des objets réels, et étend ainsi la sphère 
de toutes les sciences, 

Des Logarithmes. 

1 66. Si l'on conçoit que l'on écrive l'une au-dessus 
de l'autre, deux progressions j la première géomé- 



beaucoup de pays, prend-on l'escompte en dedans ; ce qui 
est de toutetles manières d'escompter la plus vicieuse et la 
plus injuste. Il est vrai que c'est celle dont le calcul est le 
plus facile, et comme on n'escompte ordinairement qu'à court 
terme , c'est-à-dire pour quinze jours , un ou deux mois , &c. 
la différence pour petite somme est de peu de valeur; 
mais lorsque cette différence se renouvelle souvent dans l'es- 
pace d'une année , comme chez les banquiers , elle devient 
considérable à leur avantage. La manière la plus équitable 
d'escompter seroit l'escompte composé , ilseroit moins avan- 
tageux au créancier que l'escompte simple , si le terme étoit 
moindre d'un an ; c'est le contraire, si on escompte pour plus 
d'un au. 
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trîque , et commençant par l'unité , la seconde arith- 
métique , et commençant par zéro ; chaque terme 
de la progression arithmétique, est dit le logarithme 
du terme correspondant de la progression géomé- 
trique. Par exemple, si l'on écrit les deux progres- 
sions suivantes : 

1 .2.4.8. 16. 52. 64. 128. 
o. 1 . a. 3. 4* 5.6. 7. 

o sera le logarithme de 1 ; 1 sera le logarithme de 2 ; 
2. sera le logarithme de 43 3 sera le logarithme de 8 , 
et ainsi de suite ; en sorte que si on prend dans la 
progression géométrique quatre termes qui soient 
en proportion géométrique , leurs logarithmes se- 
ront en proportion arithmétique. 

167. De la définition que nous venons de 
donner des logarithmes , et des propriétés dé- 
montrées des progressions arithmétiques et géomé- 
triques , nous pouvons conclure les propositions 
suivantes : 

i°. Le logarithme du produit de deux nombres 
quelconques , pris dans la progression géométrique, 
est égal à la somme des logarithmes des deux 
facteurs. 

Car dans toute multiplication , on a cette pro- 
portion géométrique 5 le produit est au multipli- 
cande , comme le multiplicateur est à l'unité (3i) j 
donc , les logarithmes du produit , du multiplicande , 
du multiplicateur et de l'unité , formeront une pro- 
portion arithmétique. Mais on sait que dans toute 
proportion arithmétique , la somme des extrêmes 
est égale à la somme des moyens ; doncle logarithme 
du produit, plus le logarithme de 1 , sera égal au lo- 
garithme du multiplicande , plus le logarithme du 
multiplicateur 5 mais le logarithme de 1 est o 5 
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donc le log. du produit égalera le log. du multipli- 
cateur , plus celui du multiplicande («). 

Exemple, 8 x 4 = '62. Or , le log. de 8 , pris dans 
la progression arithmétique que nous avons citée , 
est 3 - 9 le logarithme de 4 est 2 , et 5 + 2 = 5 lo- 
garithme de 3i. 

2 0 . Le logarithme du quotient de deux nombres 
quelconques, pris dans la progression géométrique, 
et divisé l'un par l'autre, est égal à la différence 
u'il y a entre le logarithme du dividende et celui 
îviseur. 

Car dans toute division on a cette proportion 
N géométrique 5 le diviseur est au dividende , comme 

l'unité est au quotient (3q). Donc les logarithmes 
formeront la proportion arithmétique suivante ; le 
log. du diviseur est au log. du dividende, comme 
le log. de l'unité est au log. du quotient.... 5 d'où on 
tire le log. du quotient = le log. du dividende ; plus 
le log. de l'unité, moins le log. du diviseur. 

Exemple. 64 divisé par 4 = *6. Or, le log. de 
16, qui est 4> est = à cemi de 64, qui est 6, 
moins celui de 4 , qui est 2 , ou 4 = 6 — 2. 

3°. Le log. d'un quarré est égal à deux fois le log. 
de la racine ; car dans un quarré le multiplicande 
et le multiplicateur sont égaux : donc le log. du 
» produit sera égal à deux fois celui du multiplicande. 

(a) C'est pour simplifier les calculs le plus qu'il a été pos- 
sible , que dans la formation des logarithmes on a fait répon- 
dre le zéro de la progression arithmétique à l'unité de la 
progression géométrique. Sans cette précaution , pour avoir 
un produit, il eût fallu ajouter les logarithmes du multipli- 
cande et du multiplicateur, et en retrancher ensuite celui de 
l'unité; c'eût été une soustraction continuelle à faire dans les 
multiplications , et une addition dans les divisions ; et c'est 
pour s'éviter la peine de faire ces deux, règles, que dans tous 
îea systèmes de logarithmes on a fait le logarithme de l'unité 
égal à zéro. 
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Par la même raison , le log. du cube , de la qua- 
trième puissance, &c.,&era égal à trois fois, quatre 
fois , &c. le log. de la racine. Ainsi , le log. de 
l 6 r=ri x log. de 4 , le log. de 1 ih = 3 X log. de 5. 

4°. Le logarithme d'une racine quarrée est égal à 

Ja moitié du logarithme de la puissance 5 car de ce 

que le log. de 16= 2 fois le log. de 4 , il s'ensuit 

log. de 16 
que le log. de 4 = — 



2 



Par la même raison , le log. de la racine cubique 

, k , , log. de 125 

de 120 , égale . 

o 

168. On voit, par ce que nous venons de dire , 
que les logarithmes nous présentent le moyen de 
faire , par l'addition et la soustraction , les opérations 
que Ton seroit obligé d'exécuter , sans leur secours, 
par la multiplication et la division. Ils réduisent les 
exaltations aux puissances et les extractions de ra- 
cines à de simples multiplications et divisions. Veut- 
on multiplier, par exemple, 4 par 16, on prendra 
le log. de 4, et on l'ajoutera au log. de 16 , et leur 
somme donnera le log. de 64- S'il s'agissoit de di- 
viser 128 par 8, on chercheroit le log. de 128, on 
en retrancheroit celui de 8, et le reste seroit le log. 
du quotient ou de 16. 

Si on cherche le quarré de 8 , on prendra le log. 
de 8 , on le multipliera par 2 , ce qui donnera le 
log. de 64. 

Enfin , si on vouloit avoir la racine quarrée de 
256 , on prendroit le log. de 256 , et on le diviseroit 
par 2 , le quotient indiqueroit le log. de 16. 

1 69. Le rapport que nous venons d'établir entre 
les deux progressions arithmétique et géométrique, 
est fondé sur la nature même de ces progressions , 
et seroit également vrai, quelles que fussent les deux 
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progressions , ce qui donne une infinité de systèmes 
de logarithmes 5 mais le plus commode , et celui 
qui est le plus en usage , est celui dans lequel , à la 
progression arithmétique des nombres naturels , 
o , 1.2.3.4.5.6.7.8.&C. , répond la progression 
décimale 1, 10, 100 , 1000, 10000 ,&c. Dans ce sys- 
tème, o est le log. de 1 ; 1 est le log. de 10 ; 2 est 

celui de 1005 3 est cem * de 1000 > lk cem * de 
10000 , &c. 

Ce système de logarithmes ne peut être utile 
pour faciliter les calculs arithmétiques , qu'autant 
que l'on a les logarithmes des nombres intermé- 
diaires entre 1 et 10, entre 10 et 100 , entre 100 et 
1 000 , &c. Il faut donc faire en sorte que la progres- 
sion géométrique dont il s'agit , renferme tous les 
nombres naturels 1 , 2 , 3, 4. Ce que l'on obtiendra 
en insérant entre 1 et 10 , entre 10 et 100, un très- 
grand nombre de moyens proportionnels géométri- 
ques, et entre o et 1 , entre 1 et 2 , &c. un égal 
nombre de moyens proportionnels arithmétiques ; 
ayant ainsi inséré un égal nombre de moyens pro- 
portionnels dans les deux progressions , chaque 
terme de la progression arithmétique sera loga- 
rithme de son correspondant dans la progression 
géométrique. 

Problème premier. Insérer 999999 moyens 
proportionnels arithmétiques entre o et 1 (i58). 

Solution. La différence qui doit régner d'un terme 
à l'autre dans cette progression , est 0,0000001 ; 
donc , le premier terme étant o , le second sera 
0,0000001 , le troisième 0,0000002, &c. 

Problème second. Insérer un égal nombre de 
moyens proportionnels géométriques, entre 1 et 
»o(i64). . 

Solution. Pour insérer un certain nombre de 
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îl suffit de connoître le quotient. Or, lorsque le 
premier terme est i , le quotient est égal au second 
terme de la progression. La manière de le trouver 
dépend de l'extraction des racines plus élevées que 
le second degré , dont nous n'avons pas encore 
parlé. Nous le supposerons connu , et égal à 
i,ooooo23o2 ; donc chaque terme sera égal à celui 

3ui le précède, multiplié par ce quotient : et le 
ernier terme, c'est-à-dire 10, sera égal à ce 
même quotient, élevé à la dix-millionnième puis- 
sance. 

170. A la vérité, les nombres naturels 1.2.3.4 
n'entrent pas rigoureusement dans cette progres- 
sion ; c'est-à-dire que parmi les 10 millions de ter- 
mes qui précèdent 10, il n'y en a aucun qui soit 
rigoureusement 2,3,4. Mais ces termes croissent 
si lentement , qu'il s'en trouvera nécessairement 
quelqu'un qui ne différera que d'une quantité insen- 
sible des nombres naturels , et pourra , dans l'usage 
ordinaire , lui être substitué. C'est ainsi , par exem- 
ple, que si on cherche le logarithme de 9 , on ne 
trouvera pas dans les moyens proportionnels géo- 
métriques un nombre qui soit rigoureusement 9; 
mais on en trouvera un , qui est 9,0000001 , lequel 
n'étant éloigné de 9 que d'une dix-millionnième 
partie de l'unité , son logarithme , c'est-à-dire le 
terme correspondant de la progression arithméti- 
que , peut être pris sans erreur sensible pour celui 
de 9. Ce terme seroit le g542425 ème terme de la 
progression géométrique, et son logarithme seroit 
par conséquent 0,9542426. 

171. C'est par une semblable méthode , et par 
des calculs immenses , que Neper détermina le lo- " 
garithme de plusieurs nombres. Il trouva , par 
exemple, que le logarithme du nombre 2 étoit , 
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à la huitième décimale près , le 6931 4ji ème terme de 
la progression géométrique qu'il avoit choisie (a). 

De sorte que le log. de 2 étoit , dans le système 
de Neper , 0,6931472 Le nombre 10 se trouve , 
dans le même système, le 23o2o858 ,: ' me terme de la 
progression géométrique , et son log. est par con- 
séquent 2 

172. Cette méthode d'insérer un si grand nom- 
bre de moyens proportionnels entre deux nombres 
donnés, pour trouver les logarithmes des nombres 
naturels, est pénible et rebutante. Aussi les pre- 
miers calculateurs de tables , Briggs et Wlacq, em- 
ployèrent-ils différens moyens très-ingénieux pour 
faciliter leur travail (b). Ils remarquèrent d'abord 

; . f 

(a) Si on prenoit pour raison de la progression géométri- 
que , l'unité plus la différence même de la progression arith- 
métique , savoir 1,0000001 , on auroit une progression géo- 
métrique dont le premier terme séroit 1 ,1e second 1,0000001, 
et le dix millions et unième seroit 2,118287. C'est sur cette 
progression géométrique que tomba Neper , et d'après la- 
quelle il calcula les premiers logarithmes qu'on nomme lo- 
garithmes naturels , ou logarithmes hyperboliques : on trou- 
vera la raison de cette dénomination dans l'algèbre. 

Si l'on eût choisi une progression géométrique dont le 
quotient ou la raison fût 1,000000693. ... le dernier terme 
eût été 2 , et son log. eût été 1 ; celui de 4 eût été 2 , celui 
de 8 eût été 3 , &c. 

( b ) Un des moyens employés par Briggs pour calculer les 
logarithmes des nombres premiers , consistoit à extraire un 
grand nombre de fois de suite la racine quarrée du nombre 
dont il cherchoit le logarithme. La dernière racine , ainsi 
diminuée par ces opérations successives , ne pouvoit qu'être 
. très-petite , et devenir égale à l'unité , plus un certain nom- 
bre de décimales : il ne conservoit que les décimales de cetto 
opération , faisoit ensuite les mêmes opérations sur le nom- 
bre 10 , et divisoit le premier résultat par le second. 
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que pour construire des tables depuis 1 jusqu'à 
i ooooo , il suflisoit d'avoir les logarithmes des nom- 
bres premiers; car pour ceux qui sont les produits 
de deux ou de plusieurs nombres, leurs logarithmes 
se trouvent, en prenant simplement la somme des 
logarithmes de leurs facteurs (167). Ainsi quand on 
connôît les logarithmes de 2 et de o , on a celui de 6, 
avec celui de 6 et de 2 , on a celui de 1 2 5 celui de 6 
et de 3 donnent celui de 18 5 celui de 18 , moins 
celui de 2 donne celui de 9, et ainsi des autres. 
Toute la difficulté est donc réduite à chercher les 
logarithmes des nombres premiers. Le moyen qui se 
présente naturellement, et qui est encore un des plus 
simples , consiste, 1 °. à prendre progression géomé- 
triquedesnombresi : 10: 100 : 1 000... dont les loga- 
rithmes sont o, 1,2,3... 2°. A intercaler entreies 
termes successifs des deux séries autant de termes 
correspondans qu'on voudra $ dans la première , par 
des moyens proportionnels géométriques , et dans 
la sec onde, par des moyens proportionnels arithmé- 
tiques : de cette manière , quand on sera parvenu à 
un terme de la première série qui approchera jus- 
qu'à la huitième décimale du nombre dont on veut 
avoir le logarithme, le terme correspondant de 
l'autre sera, à la huitième décimale près , le loga- 
rithme de ce nombre. 

Exemple. Soit proposé de trouver le logarithme 
de 5. 

Comme 5 tombe entre 1 et 10 , on cherche d'a- 
bord par l'extraction de la racine quarrée de 10 le 
moyen proportionnel géométrique entre 1 et 10 ; 
on trouve 3,1622766, et le moyen arithmétique 
correspondant entre o et 1 sera o,5oooooo. Ainsi , 
on est assuré que le dernier nombre estle logarithme 
du premier. Puisque 5 est entre le nombre qu'on 
vient de trouver , et io, on cherchera de même le 
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moyen proportionnel géométrique entre ces deu* 
nombres, on trouve 6,62 54 1 3. Ainsi en prenant 
le moyen proportionnel arithmétique entre 1 et 
o,5ooooo , on aura 0,760000 pour logarithme de ce 
nombre. Maintenant 5 se trouve entre ce dernier 
nombre et le précédent , il faudra , pour en appro- 
cher toujours , chercher le moyen proportionnel 
géométrique entre les deux derniers , et le moyen 
proportionnel arithmétique entre leurs logarithmes, 
et ainsi de suite. On trouvera , après vingt-deux 
opérations, que le logarithme de 5 est 0,6989700. 
Celui de 2 ne coûte pas moins de peine , et tous ceux 
des nombres premiers exigent le même travail. 

173. L'idée primitive des logarithmes est donc 
celle de deux progressions correspondantes , Tune 
arithmétique , et l'autre géométrique 5 et toute la 
théorie des logarithmes consiste à faire en sorte que 
tous les nombres naturels fassent partie d'une même 
progression géométrique ; ce que Ton obtient , 
1°. en prenant une progression géométrique qui 
commence par 1 , et dont le quotient ne difFère de 
l'unité que d'une quantité très-petite. 2 0 . En pre- 
nant une progression arithmétique commençant par 
zéro , et dont la différence soit très- petite. 

174. On a construit des tables qui renferment 
dans une même colonne verticale tous les nombres 
entiers depuis 1 jusqu'à 100000 , faisant tous par- 
tie de la progression géométrique; et vis-à-vis des 
premiers , dans une autre colonne verticale , on a 
mis les termes correspondais de la progression arith- 
métique commençant par zéro. Ces derniers termes 
sont les logarithmes des premiers , et les tables ainsi 
construites , sont ce qu'on appelle tables des lo- 

garithmes. . 

Dans les tables ordinaires , le log. de 1 est o , et 

celui de 10 est 1. Donc tous les nombres qui sont 

entre 
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entre 1 et 10, ont pour logarithmes des nombres 
plus grands que o, et plus petits que l'unité. 

Le logarithme de 10 est 1 > et celui de 100 est 2 ; 
donc tous les nombres entre 10 et 100 ont des lo- 
garithmes plus grands que 1 , et plus petits que 2. 

Le log. de 1 00 étant 2 , celui de 1 000 est 5 ; donc 
tous les nombres entre 100 et îooo ont pour loga- 
rithmes des nombres plus grands que 2 , et plus pe- 
tits que 3 , et ainsi des autres. 

Les logarithmes de presque tous les nombres sont 
donc composés d'entiers et de décimales. L'entier 
qui précède les décimales se nomme la caractéris- 
tique , parce qu'il marque , en l'augmentant de 
l'unité , combien de chiffres doit avoir le nombre 
auquel le logarithme correspond. Ainsi opiacé avant 
la virgule dans le logarithme , signifie que le nom- 
bre correspondant ne doit avoir qu'un seul chiffre ; 
1 placé avant la virgule dans le logarithme , signifie 
que le nombre correspondant doit avoir deux chif- 
fres, c'est-à-dire qu'il est entre 10 et 100 , et ainsi 
des autres (a). 



(a) On trouve dans presque toutes les tables de loga- 
rithmes une difficulté qu'il est bon d'expliquer j c'est que dans 
la première ligne des tables , on a donné pour logarithme à 
zéro , l'infini négalif. Or zéro n'étant pas une quantité , ne 
devroit pas avoir de logarithme. La réponse qu'on peut faire 
à cette difficulté se tire de l'inspection seule des deux pro- 
gressions arithmétique et géométrique , qui sont les bases des 
logarithmes. La progression géométrique décimale conti- 
nuée au-dessous de l'unité , donnera 1 , ~ , 733 , j~ La 

progression arithmétique continuée au-dessous de o donnera 

— 1 , — a , — 3 Il est clair que ces deux progressions 

continuées à l'infini donneront , la première un terme infini- 
ment petit , que l'on prend pour zéro , et la seconde , l'infini 
avec le signe négatif , et qui sera le logarithme correspon- 
dant au terme infiniment peût de la première progression. 
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Quant aux logarithmes des fractions , on ne les 
trouvera pas dans les tables; mais il sera facile de 
former sur-le-champ , au moyen des tables, le lo- 
garithme de telle fraction qu'on voudra , en prenant 
le logarithme du numérateur, et en retranchant 
celui du dénominateur ; d'où il suit que lorsque le 
dénominateur sera plus grand que le numérateur, 
ce qui arrive toujours dans les fractions , le loga- 
rithme sera négatif. 

176. On peut encore se former une idée très- 
simple des logarithmes , en les considérant comme 
les exposans des différentes puissances du même 
nombre. 

Supposons , par exemple , qu'on écrive la pro- 
gression géométrique décimale de la manière sui- 
vante; 

io°. io l . 10* . 10 3 . 10+ . 10 5 .... 

qui est la même 

chose que 1 . 10 . 100 . 1000 . 10000 . 100000 .... 

1 

Mais les notions d'infini et d'infiniment petit doivent être ap- 
puyées sur des principes plus lumineux. 

Le zéro par lequel la progression géométrique 1,7^-,—... 
se termine , ne doit point être considéré comme une quantité 
réelle , mais comme une limite vers laquelle les termes de 
cette progression tendent sans cesse , et dont ils approchent 
d'autant plus qu'ils sont plus éloignés. En sorte que l'on peut 
continuer la progression , de manière que son dernier terme 
soit moindre qu'aucune grandeur donnée : c'est ce qu'on veut 
exprimer, en disant que le dernier terme de la progression 
continuée à l'infini est o. K 

Pareillement dans la progression arithmétique o, — 1 , 
« — 2,-3. . . plus on prendra de ternies , plus le dernier 
terme sera grand , en sorte qu'il n'aura d'antre limite que 
l'infini. Ainsi quand on dit que le logarithme de o est l'infini 
négatif, cela signifie que plus une fraction est petite , plus 
son logarithme négatif est grand , et que l'on peut prendre 
la fraction si petite , que son logarithme surpasse tout nom- 
bre donné. Le zéro est la limite de la fraction , et l'infini né- 
gatif est la limite de son logarithme. 
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Il est évident que les exposans 0,1,2,3,4,5,6 
sont les logarithmes des nombres inférieurs 5 et 
comme ils marquent à quelle puissance il faut éle- 
ver 10 pour qu'il devienne égal au nombre donné , 
on peut définir les logarithmes ordinaires, l'expo- 
sant de la puissance à laquelle il faut élever 10 pour 
qu'il devienne égal au nombre donné. 

Pour avoir les logarithmes des nombres entre 1 
et 1 o , entre 1 o et 1 00 , entre 100 et 1 000 , &c. , il 
faudra élever 10 à des puissances désignées par des 
exposans entre o et 1 , entre 1 et 2 , entre 2 et 3 , &c. 
Par exemple , on trouvera que le logarithme de a 
est o,3oio3oo , parce que a = i O 0 ' 3o, ° 300 . Le log. 
de 3 est 0,4771213, parce que 3 = io°' 47 ' ,aiJ . 
Le logarithme de 4 es t 0,6020600 , parce que* 

4= Io o,6o*o6oo ^ et a i ns J autres# 

Pour pouvoir trouver tous les nombres naturels 
parmi les termes de la progression géométrique , 
il est nécessaire que les termes successifs soient 
très-rapprochés Pun de l'autre. On prendra donc la 
suivante : iq 0 * 0000000 10 o,ooooooi ^ j 0 o,oooooo» 

10 o.ooooooS m 10 o.oooooo4 fcc. Le 3oio3oo*»- 

terme sera îo 0 ' 30103 " 00 = 2 $ le /\jji2\Z èaic terme 

sera io° A "** 13 =3 5 le iooooooo éme terme sera 
1Q «, 0000000 lQ 

On commuera cette progression à l'infini , et on 
ne tiendra compte que des termes qui sont égaux 
aux nombres naturels dont on formera les tables 
dont nous avons parlé. 

176. Il est aisé de voir que les exposans des 
puissances de 10 forment la progression arithméti- 
que dont les termes doivent correspondre à ceux de 
la progression géométrique 5 ce qui indique assez 
l'analogie des deux méthodes. Mais à l'époque où 
l'on a inventé les logarithmes , on ne connoissoit 
pas encore cette théorie des puissances , et la pa- 
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tience des calculateurs avoit suppléé à l'imperfec- 
tion de leurs méthodes. 

177. La théorie des logarithmes est une des plus 
importantes des mathématiques ; elle trouve son 
application dans les calculs les plus relevés , comme 
dans les plus élémentaires. Les tables de logarithmes 
yont devenir d'un usage indispensable dansla société, 
lorsque le système des divisions décimales sera géné- 
ralement admis. Nous ne pouvons pas entrer ici dans 
tous les détails que cette théorie comporte ; il nous 
suffit d'en avoir posé les principes , d'avoir fait ob- 
server ses rapports avec la théorie des progressions 
et des puissances, et d'avoir indiqué le moyen de 
former les tables. Quant â la manière de s'en servir, 
on consulterais instructions préliminaires qui se trou- 
yent à la tête de toutes les éditions. On y trouvera 
l'explication des dispositions particulières à chacune 
d'elles, et la solution des deux problêmes suivans : 
i°. Etant donné un nombre, entier ou fraction- 
naire . trouver son logarithme. 

2° Etant donné un logarithme, trouver a quel 
nombre il appartient. Nous terminerons ce que nous 
avons à dire sur les logarithmes , par les deux pro- 
blèmes suivans 

Problème premier. Trouver, parle moyen des 
logarithmes , un nombre quatrième , proportionnel 
à trois nombres donnés. 

Puisque les trois termes connus, et le quatrième 
inconnu , forment uneproportion géométrique , leurs 
logarithmes seront en proportion arithmétique : il 
faudra donc prendre la somme des logarithmes des 
moyens , et en retrancher celui de l'extrême connu ; 
le reste sera le logarithme du terme qu on cherche. 
Par exemple , soient donnés les trois nombres 1 4742 , 
2 55o, 2457, formant une proportion géométri- 
que avec un quatrième inconnu : on aura donc 



: 



DE MATHÉMATIQUES, 1^9 

1 4742 : 255o :: 2457: x ; donc log. 1 4742 . log. s55o 

•.• log. 2457.log. x, et log. x = log. 255o +log. 

2457 — log. 14742. 

" 255o 3,4o654 

2407 3,39o4o 

Log. de ^ 

6,79694 

14742 4,i6856 

Log. de x . . . 2,62838 

Or , ce logarithme répond dans les tables à 425 > 
donc x ^= 4^5. 

Problème second. Extraire la racine cubique 
de 49i3, et la racine cinquième de 16807. 

Dans le premier cas , on prendra le log. de 49 13 , 
et on le divisera par 3 : ce log. est 3,69 1347 > divisé 
par 3 , il donne i,23o449- Ce log. répond dans les 
tables au nombre 17; donc la racine cubique du 
nombre donné est 17. 

Dans le second cas, on prendra le log. de 16807 > 
qui est 4,226490 5 on le divisera par 5, et le quotient 
0,845098 est le log. de 7 : donc 7 est la racine cin- 
quième du nombre donné. 

Ces exemples suffisent pour faire sentir l'avantage 
que le calcul retire des logarithmes. C'est sur -tout 
dans les multiplications et les divisions de très-grands 
nombres, qu'il devient plus sensible. Les fractions 
décimales exprimées par un grand nombre de 
chiffres , présenteroient souvent , sans le secours des 
logarithmes, de grandes multiplications à faire pour 
obtenirde petits produits; et l'on sent assez queleur 
but général est de faciliter toutes les opérations de 
l'arithmétique. 

Les Lecteurs qui auront suivi avec attention les 
règles démontrées dans ces éléraens d'arithmétique, 
pourront s'exercer sur les problêmes suivans. 

K3 
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Problèmes relatifs à toutes les règles d'arithmé- 
tique contenues dans ce Traité , et dent on 
trouvera la solution dans le tableau suivant. 

Problême premier. Un particulier qui a fait 
bâtir une maison , a dépensé pour le compte des 
maçons ?3?4 fr* 5 P our * es charpentiers et menui- 
siers 1934 fr. ; pour les serruriers 6s5 fr.; pour les 
differens ouvriers ^58 fr.; pourles meubles 3458 fr. ; 
à combien lui revient cette maison ? 

Problême second. Une armée composée de 
45ooo hommes, reçoit trois renforts ; le premier de 
6|oo hommes, le second de >2oo , le troisième de 
8000 5 de combien de soldats seracomposée Parmée 
entière ? 

Problême troisième. Un cultivateur a recueilli 
458o myriagrammes de bled , il doit en garder 1 7 5o 
pour ensemencer de nouveau, ou pour l'entretien 
de sa famille ; combien pourra-t-il en vendre ? 

Problème quatrième. Le célèbre Newton étoit 
né en 1642 , il mourut en 1727 ; quel âge avoit-il ? 

Problème cinquième. On sait que Tannée déter- 
minée par Lacaille est de 365 jours 5 heu. 48 min. 
49 sec. 5 de combîen de secondes est-elle com- 
posée ? 

Problême sixième. Un particulier achète 748 
moutons , à raison de 1 2 fr, 35 cent, pièce ; combien 
a-t-il eu à débourser pour les payer ? 

Problème septième. 68 mètres de drap ont 
coûté 4352 fr. ; à combien revient le mètre ? 

Problème huitième. Un bâtiment monté par 120 
hommes, a fait une prise évaluée 180000 fr. $ 
quelle est la part de chacua ? 
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Problème neuvième. Quelle est la somme des 
trois fractions 77 + + rj ? 

Problème dixième. Quelle est la plus grande 
des deux fractions 77 et 77 ? et quelle est leur diffé- 
rence ? . 

Problème onzième. Un père donne à son fils la 
moitié de son bien ; le fils donne au petit-fils les deux 
tiers de sa portion ; le petit - fils partage également 
sa portion à ses cinq enfans; quelle portion du bien 
du père aura chacun des arrière- petits- fil s? 

Problème douzième. Une personne fait les trois 
quarts d'un myriamètre dans les deux tiers d'une 
heure 5 quel chemin feroit-elle dans une heure ? 

Problème treizième. Réduire la fraction ordi- 
naire - = — en fraction décimale. 

2. 3. 4.0.0. 7. 0.9 

a • 

P roblême quatorzième. Convertir n sous 9 de- 
niers en décimes et centimes. . 

Problême quinzième. Un commandant a dans 
sa division 2916 hommes, qu'il veut ranger en 
bataillon quarré 5 combien doit-il en mettre de front 
et de flanc ? , 

Problême seizième. 56 mètres de drap coûtent 
1680 fr. : combien coûteront 8 mètres au même 

I * * • ... • . , « 

prix ? 

Problême dix-septième. Le mètre étant de S 
pieds 1 1 lig. -~ , d'après Tare du méridien mesuré 
en 1740, on propose de réduire en mètres et en par- 
ties décimales du mètre, i5'2 toises 5 pieds 2 pouces. 

P roblême dix-huitième. Un marchand vendoit 
une certaine marchandise , à raison de 36 li v. î o s. 6 à. 
la tôise ; combien doitnl vendre , à proportion , le 
mètre de la même marchandise ? 

K4 
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Problème dix-neuvième. On a payé 18 fr. pour 
huit chevaux pour trois lieues, combien coûteront 
trente chevaux pour quatre lieues ? 

Problème vingtième. Un débiteur laisse à trois 
créanciers la somme de n4 fr. 42 cent, à partager 
proportionnellement à leur créance; il est dû au 
premier 11 24 fr. 36, au second 101 5 fr. 43 , au 
troisième I2i3 fr. 53 5 combien doit-il revenir à 
chacun ? 

Problème vingt-unième. Un négociant de Pé- 
tersbourg a à envoyer par la Hollande , à Berlin , une 
somme de 1000 ducats de Berlin, qu'il veut payer 
en roubles de Russie : le change de la Russie avec 
la Hollande étant d'un rouble de Russie pour 47 ~ 
stuvers de Hollande, et celui de la Hollande avec 
Berlin étant de cent rixdalles hollandaises, pour i42 
rixdalles prussiennes. En Hollande 20 stuvers font 
un florin , et 2 ~ florips font une rixdalle; enfin le 
ducat de Berlin vaut 3 rixdalles prussiennes : on de- 
mande combien le négociant doit envoyer de roubles 
pour payer les 1000 ducats? 

Problème vingt- deuxième. Un homme ayant 
gardé 1200 fr. pendant un certain temps, rend 
i344 fr. , capital et intérêt à raison de 3 pour f ; 
combien de temps le capital a-t-il été gardé ? 

Problème vingt-troisième. Un marchand achète 
des marchandises 2600 fr„ payables dans un an , à 
condition de pouvoir escompter à 8 pour £ , s'il paie 
comptant ; quelle somme devra-t-il donner ? 

Problème vingt-quatrième. Un particulier a une 
lettre-de- change de 1272 fr. payable dans quatre 
mois ; il propose au banquier de la lui escompter à 
raison de 6 pour £ par an : quelle somme retiendra 

er ? 



le banqui 
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Problème vingt- cinquième. On veut mêler en- 
semble des vins de différent prix , savoir 4 bouteilles 
à îo décimes, et 6 bouteilles à 20 décimes 5 quel 
sera le prix moyen du mélange ? 

Problème vingt- sixième. Le kilogramme d'étain 
étant supposé de 16 décimes , et le kilogramme de 

Î)lomb de 10 décimes, combien faut-il prendre de 
'un et de l'autre pour faire un alliage dont le kilo- 
gramme puisse être vendu 12 décimes? 

Problème vingt - septième. Un orfèvre a trois 
sortes d'argent ; la première qualité contient 7 hec- 
togrammes d'argent fin par kilogramme; la seconde 
en contient 5 , la troisième 4 ; il a à faire un mélange 
de 3o kilogrammes à 6 hectogrammes d'argent 
fin ; combien doit-il en prendre de chaque sorte ? 

Problème vingt- huitième. Un propriétaire est 
convenu avec un maçon qui doit lui creuser un puits, 
de lui donner 3 fr. pour le premier mètre de pro- 
fondeur, 5 pour le second , 7 pour le troisième, et 
ainsi des autres, en augmentant toujours de a fr. La 
profondeur du puits est de 4° mètres 5 on demande 
combien il est dû au maçon ? 

Problème vingt-neuvième. Un propriétaire se 
propose d'acheter 8 paires de bœufs, aux condi- 
tions suivantes : il donne un centime de la première 
paire, 10 centimes ou un décime de la seconde, 
10 décimes ou un franc de la troisième, et ainsi de 
suite, en décuplant toujours jusqu'à la huitième 
paire ; combien lui coûteroient ces huit paires de 
bœufs ? 

Problème trentième. Un particulier a placé la 
somme de 1 2000 fr. à 5 pour | pour 10 ans 5 quelle 
somme lui reviendra-t-il au bout de 10 ans , y com- 
pris l'intérêt de l'intérêt ? 
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Problème trente - unième. Une personne doit 
une rente annuelle de 200 fr., qu'elle ne peut pas 
de 8 ans ; elle s'engage de payer les arrérages 
, y compris l'intérêt composé 5 quedevra-t-elle 
à cette époque ? 

Problême trente-deuxième. Extraire par ap- 
proximation la racine cinquième de 8,o4 , en se ser- 
vant des logarithmes. 

Solutions des -problèmes prêcédens. 

N°. 1 9°99 francs. 

N°. 2 67100 hommes. 

1S T0 . 3 s83o myriagrammes. 

N\ 4 85 ans. 

N°. 5 31556929 secondes. 

N°. G . . . 9237 francs, 8 décim. 

!N 0 . ' 7 64 francs. 

N°. 8 i5oo francs. 

N°. 
N°. 
N°. 
N°. 
N°. 
N°. 
N°. 
N°. 
N°, 
N°: 
N°. 



4 3 1 

1 7 1 6*. 

différence. 



1 î 6 



1 . . i . . -p^-e du bien. 

2 1 -f- j de myriamètre. 

3. . »> - . . . . . . . 0,000002 

4 . . . 0,59 centimes. 

5. . . . . . . . . . . jo4 hommes. 

6 . . 268 francs, 5y cent. 

7 . . 297 met., 19 centim. 

B'i » • 18 francs, 76 cent.. 

g . . ; 90 francs. 

N°. 20 . La part du premier est de 38 fr. , 36 cent. 
(Ju second y . 34 , 65 
clu troisième 4 l > 4i 

N°. 2j .Lenégociantdoitfairepasser2223^-roub. 

N°. 22 . : > 4 années. 

N°. 23 23i4,8i 
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N°. 24 24 francs, 90 cent. 

N°. 25 16 décimes 

N°. 26. . . 2 gram. d'étain et 4 gram. de plomb. 

N°. 27. 16kilog.d11 1 er , 12 kil. du 2 e et 2 kil. du 3 e . 

Nota. Ce problême est susceptible de plusieurs 
solutions , comme on le verra dans l'algèbre. 

N°. 28 . 1680 francs. 

N°. 29 . . . 1 1 1 1 1 1 fr. , 1 1 cent. 

N°. 3o. 30040 francs. 

N°. 3i i842fr., 85 cent. 

N°. 32 i,5i 7 
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SECONDE PARTIE. 



DE V A L G È B R E. 



l . Pa rmi les propriétés calculables de la gran- 
deur, les unes sont tout-à.-fait dépendantes du sys- 
tème de numération et des signes particuliers par 
lesquels on représente les nombres ; les autres sont 
indépendantes du système de numération, mais sont 
toujours exprimées par des signes particuliers; d'au- 
tres enfin sont indépendantes du système de numé- 
ration et des signes , et ne sont autre chose que 
les propriétés générales des rapports , qui ont lieu 
de quelque manière que ces rapports soient désignés. 

Les propriétés de la grandeur considérées sous 
le premier point de vue, constituent proprement 
les difFérens systèmes d'arithmétique , quand on 
les considère sous le second , elles constituent 
l'arithmétique en général dont nous avons déjà 
parlé; mais si, au lieu de fixer les quantités qu'on 
considère , au lieu de les déterminer en nombre , 
on veut les considérer de la manière la plus générale , 
c'est-à-dire indépendamment de tout système de 
numération et des signes qui les désignent, on aura 
l'arithmétique la plus universelle dont on puisse s'oc- 
cuper, c'est-à-dire l'algèbre. 

2. Dans l'algèbre, la grandeur devant être ex- 
primée d'une manière indépendante de tout sys- 
tème particulier, il faudra employer, pour la dési- 
gner , des caractères généraux , qui ne représentant 
par leur nature aucune grandeur particulière, puis- 
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sent représenter indistinctement toute sorte de gran- 
deur. 

Les lettres de l'alphabet ont paru les plus simples, 
et les plus propres pour cet usage 5 en sorte qu'en 
algèbre, les caractères a, b, c, d> &c. , ne re- 
présentent pas l'idée de sons articulés , mais dési- , 
gnent chacun en particulier des grandeurs indé- 
pendantes les unes des autres. On emploie aussi 
quelquefois la môme lettre marquée d'un accent 
pour désigner des quantités différentes. Ainsi a et a', 
b et V , c et c'. • . sont des signes différens , portant 
dans l'entendement l'idée de grandeurs différentes , 
lorsqu'ils sont employés dans le même calcul. 

Les lettres de l'alphabet grec servent aussi sou- 
vent aux mêmes usages, sur- tout dans les parties 
transcendantes des mathématiques. Nous nous ser- 
virons indistinctement des unes et des autres dans nos 
calculs. 

L'algèbre est une langue dont un des principaux 
avantages est de faire appercevoir très -facilement 
les rapports que différentes grandeurs ont entr' elles , 
et de réduire les raisonnemens à des opérations en 
quelque sorte mécaniques. Par le moyen de cette lan- 
gue , on rend souvent sensibles , par un calcul très- 
simple,un grand nombre de vérités qui demanderoient 
une longue suite de raisonnemens pour être expli- 
quées : elle doit sur - tout sa généralité et sa préci- 
sion à la simplicité des termes et des signes qu'elle 
emploie. Nous en avons fait connoître une partie 
dans l'arithmétique. Nous allons donner ici ceux qui 
ne sont pas encore expliqués. 

Explication des signes et des termes dont on se 

sert dans l'algèbre. 

3- Un terme algébrique est formé par une ou plu- 
sieurs lettres réunies sans interposition de signe. ■ 
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On nomme monôme une quantité qui n'est com- 
posée que d'un seul terme. 

Si la quantité est composée de deux termes, on la 
nomme binôme ; si elle en a trois, elle est appelée 
trinôme j si elle en a quatre, quadrinome : en gé- 
néral, une quantitécomposée de plusieurs termes, 
est dite un polynôme. 

4. Les quantités commensurables sont celles qui 
ont quelque partie aliquote commune , ou qui peu- 
vent être mesurées par quelque mesure commune, 
sans qu'il y ait aucun reste dans Tune ni dans l'autre. 

Les quantités incommensurables sont celles qui 
n'ont point de mesure commune, quelque petite 
qu'on la suppose. 

Une quantité rationnelle est une quantité com- 
mensurable avec son unité , ou dont on peut assigner 
la commune mesure avec une quantité donnée. 

5. Unè quantité irrationnelle est une quantité 
incommensurable avec l'unité , ou dont on ne peut 
assigner le rapport avec l'unité , comme la racine 
quarréedes. 

Une quantité Imaginaire est une quantité impos- 
sible , c'est-à-dire , une quantité dont on ne peut se 
faire aucune idée. 

6. Un terme ou une quantité précédée du signe -f 
est dite une quantité positive ; si elle est précédée 
du signe — , elle est appelée négative. 

Les termes positif et négatif sont d'un fréquent 
usage dans l'algèbre $ il importe d'en avoir des idées 
exactes. 

Les mots positif et négatif énoncent des pro- 
priétés relatives. Une quantité est dite positive par 
rapport à une autre de même nature , mais prise dans 
un sens opposé, et qu'on appelle pour cette raison 
négative 5 et réciproquement, si la seconde est dite 
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positive , la première sera nommée négative. Toute 
quantité par sa nature est considérée comme positi- 
vement existante ; et lorsqu'il n'y a point de compa- 
raison établie , on n'a pas besoin d'énoncer qu'elle 
est positive. La quantité , au contraire, n'existe né- 
gativement que par rapport à une autre qui lui est 
opposée, et cette opposition a besoin d'être énoncée 
pour être entendue. Qu'un homme ait une somme 
d'argent représentée par 5o fr. , et qu'il doive 3o fr. , 
il regardera les 5o fr. comme une quantité positive , 
et les 3o fr. comme une quantité négative ; et s'il 
veut connoître l'état de sa fortune, il retranchera 3o 
de 5o , et écrira 5o — 3o = 20. 

Ou plus généralement , si de la quantité repré- 
sentée par a , on veut retrancher la quantité repré- 
sentée par b , il est évident qu'il n'y a pas d'autre 
manière d'indiquer cette soustraction , que d'écrire 
a — b. Si b = a , le reste de la soustraction sera zéro • 
si b<a, le reste sera positif : mais si b>a, l'excès 
de b sur a sera nécessairement négatif. Or, les quan- 
tités représentées par b et a doivent être de même 
nature ( Arith. ) : donc leur différence sera aussi 
de même nature qu'elles, et son signe négatif , lors- 
que b>a annonce seulement que cette différence 
est prise dans un sens opposé à la quantité a. 

Supposons qu'un homme qui a 20 fr. en doive 5o • 
s'il veut connoître l'état de sa fortune , il écrira 
20— 3o=— 105 c'est-à-dire qu'après avoir donné 
tout ce qu il a , il devra encore 10 fr. , ou qu'il lui 
manque encore 10 francs pour que sa fortune soit 
zéro. 

Les quantités négatives servent quelquefois à re- 
dresser une erreur, ou une fausse supposition qu'on 
a faite dans le raisonnement. Imaginons , par exem- 
ple, qu'on cherche un nombre qui, ajouté à 12 
fasse 9 , on trouveroit par les règles de l'algèbre que 
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ce nombre est — 3, ce qui annonceroit que le 
nombre cherché est 3 , mais qu'au lieu d'être ajouté 
à 1 a , il doit en être retranché ; de sorte qu'on auroit 
dû énoncer la question ainsi : Trouver un nombre 
qui , retranché de 112, laisse g pour reste. 

On voit par ce que nous venons de dire que les 
quantités négatives sont aussi réelles que les posi- 
tives, et qu'elles sont de même nature que les posi- 
tives , auxquelles elles sont comparées. 

Il n'y a donc pas réellement de quantités néga- 
tives isolées. — 3, pris abstraitement, ne présente 
à l'esprit aucune idée; mais si je dis qu'un homme a 
donné à un autre — 3 écus, cela veut dire en langage 
intelligible , qu'il lui a ôté 3 écus : en sorte qu'ajouter 
une quantité négative , ou retrancher une quantité 
positive , présente la même idée en algèbre. 

Plusieurs mathématiciens regardent les quantités 
négatives comme plus petites que zéro. Nous allons 
faire voir que cette idée n'est pas juste. 

L'idée de zéro est celle d'une chose plus petite 
que toute quantité assignable ; c'est la limite des 
grandeurs qui vont sans cesse en diminuant, en sui- 
vant toujours la même loi. On ne peut donc pas con- 
cevoir une quantité plus petite que zéro , sans être 
en contradiction avec l'idée de zéro. 

Une quantité positive, qui, en diminuant conti- 
nuellement , devient négative , passe nécessairement 
par zéro ; mais une fois parvenue à cet état, elle ne 
diminue plus; elle augmente dans un sens contraire, 
et c'est pour cette raison qu'elle est dite négative. 
La géométrie nous en fournira plusieurs exemples. 
Nous nous contenterons de rapporter le suivant , tiré 
de l'arithmétique. Supposons un homme qui a 5o fr. > 
et qui dépense un franc par jour, au bout de 5o 
jours sa fortune sera réduite à zéro ; s'il conti- 
nue à dépenser également, sa fortune deviendra 
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i, — 2, — 3. . . .francs, c'est-à-dire que sa dette 
augmentera continuellement. On peut bien dire que 
sa fortune est au-dessous de zéro , mais cela ne signifie 
pas que ce qu'il doit est plus petit que zéro; car il 
pourra toujours se libérer avec une somme égale à 
sa dette , et, si sa dette étoit plus petite que zéro, 
il lui sufïïroît de donner une somme plus petite que 
zéro ; ce qui ne présente aucune idée. 

L'idée d'une quantité plus petite que zéro , sera 
donc pour nous l'idée d'une quantité positive , qui a 
diminué jusqu'à ce qu'elle soit devenue zéro, et qui 
ensuite a augmenté dans un sens ou une direction 
opposée à la première. 

7. Une formule est un résultat général tiré d'un 
calcul algébrique, et renfermant une infinité de cas 
semblables. * 

Les lettres de l'alphabet dont est composée une 
formule algébrique, n'ayant aucune valeur parti- 
culière, ni par elles-mêmes, ni par le rang qu'elles 
occupent, ne conservent pour ainsi dire" que l'em- 
preinte des propriétés générales des grandeurs 
qu'elles représentent ; et comme ces lettres peuvent 
représenter toutes sortes de grandeurs, la formule 
algébrique représente tous les cas particuliers qui 
jouissent de la même propriété générale. 

Des opérations algébriques. 

8. La grandeur considérée d'une manière géné- 
rale , et indépendamment des signes particuliers qui 
peuvent la représenter, est susceptible des mêmes 
opérations , que lorsqu'elle est représentée par des 
caractères particuliers 5 c'est-à-dire qu'elle j^eut 
être ajoutée , soustraite , multipliée et divisée. Nous 
allons enseigner les moyens de faire l'addition , la 
soustraction , la multiplication et la division algé- 
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brique : mais il faut remarquer que les opérations 
de l'algèbre ne sont, pour la plupart , que des opé- 
rations indiquées 5 et toutes les règles de cette 
science consistent à exprimer , de la manière la plus 
simple et la plus abrégée, le résultat des opérations 
qu'on peut faire sur les nombres exprimés d'une 
manière générale. 

De F addition des quantités algébriques. 

g. Si les deux quantités a et b doivent être ajou- . 
tées ensemble , il est clair que , tant qu'elles seront 
indéterminées , on ne peut point effectuer cette 
addition $ et la seule manière de l'indiquer est 
d'écrire a -f b. Pareillement si, à ces deux quantités, 
il faut en ajouter une troisième c, il faudra écrire 
a-\-b-\-c; ce qui indique que, lorsque les quantités 
a , bj c, seront déterminées, il faudra les réunir en 
une seule , qui soit égale à leur somme. 

Si aux quantités positives a>\-b , il falloit ajouter 
le binôme c — d> il est évident qu'il faudroit écrire 
a-\-b-\-c — dy ce qui indique que, si les quantités 
a , b , c, d , étoient déterminées, après avoir pris la 
somme des trois représentées par a , b , c, il faudroit 
en retrancher celle représentée parc?. On voit par-là , 
qu'en algèbre, ajouter ne signifie pas toujours aug- 
menter. Car si, par exemple, la quantité d est plus 
grande que la quantité c, en ajoutant c — d aux 
deux premières , le résultat présente l'idée d'une 
somme plus petite qu'avant l'addition. 

Le procédé que nous avons suivi pour faire ces 
additions, est indépendant de toute hypothèse sur 
la nature de la quantité , et sur la manière de l'ex- 
primer : c'est pourquoi nous pouvons prescrire la 
règle suivante : 

Pour ajouter ensemble plusieurs quantités al- 
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gêbriques , il suffit de les écrire les unes à la suite 
des autres , avec leurs signes , en observant que 
celles qui n f ont point de signe , sont censées avoir 
le signe + : on réduit ensuite à un seul tous les 
termes semblables. 

Je suppose, par exemple, qu'il soit question 
da jouter 5a avec 3a; onpourroit écrire 5 à + 3 a , 
et l'addition seroit indiquée. Mais avec un peu d'at- 
tention , on voit que cette opération peut être indi- 
quée dune manière plus simple : car quelque nombre 
que représente a, il est évident que ce nombre 
pris cinq fois , plus ce même nombre pris trois fois, 
est égal au même nombre pris huit fois. Ainsi , au lieu 
de 5a + 3a , il est plus simple d'écrire 8a. . par la 
même raison 5a — 3a = aa. 

l O. La réduction consiste donc à prendre la 
somme de tous les termes semblables et de même 
signe : on retranche ensuite la plus petite somme 
de la plus grande , abstraction faite du signe , 
et l'on donne à la différence le signe de la plus 
grande somme. 

Exemple premier. Ajouter ensemble les quan- 
tités suivantes : 

■ 

a + b — c+ m 
m — 72-1- p — q 

Somme.... a-f-&— c+d-f m — n+p — q 

Somme... tt + C — <T— .A-|-p-f4 

Dans cet exemple, il n'y a pas de réduction, parce 
qu'il n'y a pas de termes semblable*. 

Exemple deuxième. On propose d'ajouter en- 
semble les quantités suivantes : 

La 
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a-\-b-\-c— d 

b+C m — n ^ 

m-\-a — b~\-c 

Som. a+b+c—d+b+c+mr~ n+m+a— 6+c. 

Il y a ici des termes semblables; savoir : le pre- 
mier et le dixième qui , réunis , font 2 a ; le deuxième 
et le cinquième réunis , donnent 2 b , et le onzième 

h 9 soustrait des deux autres, il reste +b; le 

troisième, le sixième et le douzième réunis, don- 
nent 5c; le septième et le neuvième, donnent 
2 m. Donc, toute réduction faite, l'addition ci- 
dessus se réduit à... 2a + b + 3c — d+2m — n. 

1 1 . Le chifFre qu'on place au-devant d'un terme, 
pour marquer combien de fois ce terme doit être 
répété, soit positivement, soit négativement, est 
nommé coefficient. Ainsi dans 2 a , 3 c. .. 2 est le 
coefficient du premier terme , et 3 , celui du second. 

Lorsqu'un terme n'est précédé d'aucun coeffi- 
cient , il est censé avoir 1 , parce que toute quan- 
tité est toujours répétée une fois, ainsi +b — d — n 
est la même chose que + 1 b— 1 d — 1 n. 

Le coefficient ne fait pas partie du terme; il in- 
dique seulement la réduction , ou réunion de plu- 
sieurs termes en un seul. Ainsi 3 c est une manière 
abrégée d'écrire c-f c+c. 

Exemple troisième. Ajouter ensemble les quan- 
tités suivantes. 

za+Sb — 5c + 4c? 

4^ + 20— 2d-\-m 

c+d — 3 m+k n 

20 + 7* — 2c+5rf — am + 4 » 

c l 

. 3 et — l2^ + 4<t> — b ^- 

8 e t+ 1 5f—20^+U? — 64- 
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On voit par tout ce que nous venons de dire sur 
l'addition algébrique, qu'elle est indépendante de 
toute hypothèse, et qu'elle se réduit à indiquer de 
la manière la plus simple, le résultat de plusieurs 
termes exprimés généralement , et à ne laisser, pour 
ainsi dire, à celui qui voudra les traduire en nom- 
bres, que le moins de travail qu'il est possible. 

De la soustraction des quantités algébriques. 

12. Soustraire une quantité d'une autre, c'est 
diminuer la première de toute la valeur de la se- 
conde. Donc si la première quantité est représentée 
par a , et la seconde par b , la soustraction con- 
siste à diminuer la quantité a de la quantité 
Or, la manière la plus naturelle et la plus simple 
d'indiquer cette soustraction, est d'écrire a — b. 
Donc pour retrancher une quantité positive d'une 
autre quantité positive, il faut changer le signe de 
la quantité qui doit être soustraite, et l'écrire, en 
cet état, à la suite de la quantité proposée. 

Si de la quantité a-\-b il fallait retrancher la 
quantité c — d, on écriroit a-\-b — c-\-d. C'est- 
à-dire qu'on changeroit les deux signes de la se- 
conde quantité, le positif en négatif et le négatif 
en positif. 

En effet, si de la quantité a -f-Z>, on retranche c } 
il est clair qu'on doit écrire a + b — ex mais en re- 
tranchant <?, on retranche trop , car on ne doit re- 
trancher que c diminué de d ou c — d. Il faut donc 
corriger l'erreur en ajoutant d; on écrira donc 
a + b — c+d (a). Ce qui vient d'arriver dans cet 



(a) L'exempte suivant rendra ce changement de signe plu* 
sensible. Un particulier a 36 francs en six pièces de 6 francs. 
Il doit i5 francs. Pour acquitter sa dette, il donne trois pièces 

L3 
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exemple , doit avoir lieu nécessairement en algè- 
bre, parce que les quantités y étant indéterminées, 
on ne^>eut qu'indiquer les réductions des termes 
qui ne sont pas semblables. 

La soustraction des polynômes se fait donc en 
changeant tous les signes , les + en — et les — 
en -H de la quantité à soustraire ; on V écrit 
ainsi à la suite de la première , on fait ensuite 
la réduction des termes semblables > comme nous 
V avons expliqué dans V addition. Il suit de cette 
règle , et de ce que nous avons dit ( 6 ) que , dans 
la soustraction algébrique , le reste peut être plus 
grand que la première somme. Car si par exemple 
enac?>c, la quantité a+b se trouvant diminuée 
de c et augmentée de d> sera réellement plus grande 
que a + b. 

Exemple premier. De la quantité 1 am — 5n -f 3p, 
on propose de soustraire 3m — sn+ar.On écrira 
— Sn -f- 3p — 3m-\-m — ir. Et en faisant 
k réduction. 9 m — 3/&-f-3p — ar. 

v 

Exemple 2 e . De 5 a—** zc+6d— ^x 

Soustraire... 3b — 2a + 4 c — ïd+X—^jr 

reste 5a — 2c+ 6d — 4 a?— 3b 4- ia — 4c+ zd — x 4- 7, 
ou en faisant la réduction qa—3b — 6c+ Sd — 5x+y. 

La soustraction est comme l'addition , indépen- 
dante de toute supposition : elle indique comme 
elle les résultats de la manière la plus simple et la 



de 6 francs , et on lui rend une pièce de 3 francs. Donc de 36 
il doit retrancher i5 , ou 18 — 3. Il retranche 18 , et on lui 
rend 3 ; il lui restera donc 36— 18 + 3 > où l'on voit que la 
quantité —3 qui accompagnoit 1$ avant k soustracûoq , est 
devenue -f 3 apiès la «ouslractioii. 
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plus abrégée , pour pouvoir, les traduire en calculs 
arithmétiques. 

De la multiplication des quantités algébriques. 

l3. La multiplication algébrique est une opéra- 
tion par laquelle on ajoute à elle-même une quan- 
tité , qu'on nomme multiplicande , autant de fois 
que Punité est contenue dans le multiplicateur. 
Ainsi, multiplier la quantité ou le nombre repré- 
senté par a, par le nombre représenté par b, c'est 
ajouter la quantité a à elle-même, autant de fois 
que la quantité b contient l'unité. Or ici , la na- 
ture de la question ne nous présente aucun moyen 
naturel d'indiquer cette multiplication; il a fallu 
avoir recours à un principe de convention. Ce prin- 
cipe est que deux ou plusieurs lettres écrites les 
unes à côté des autres sans interposition de signe , 
présenteront l'idée de la multiplication des quan- 
tités qu'elles représentent. Ainsi , a multiplié par b , 
qu'on peut écrire axb = ab , présente l'idée de 
la quantité représentée par a , multipliée par la 
quantité représentée par b. Par la même raison > 
l'expression abc > présente l'idée d'un produit com- 
posé de trois facteurs a, b, c. 

Ce principe est extrêmement simple , et dans sa 
simplicité et sa généralité , il présente un avantage 
bien précieux, c'est de conserver toujours dans 
les produits les facteurs comme isolés , çe qui fa- 
cilite les réductions. 

Nous pouvons donc établir la règle suivante pour 
la multiplication des lettres dans les monômes. 
Ecrivez à la suite les unes des autres > et sans 
interposition de signe , toutes les lettres qui se 
trouvent dans le multiplicande et le multipli- 
cateur. Ainsi, abxcd—abcd... . pqrXmns = 
mnpqr s.. . . aCx« = 

L4 
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Si la même lettre se trouvoit au multiplicande 
et au multiplicateur , il faudroit l'écrire deux fois 
dans le produit; Par exemple , bxb = b b ... bbx 
b = bbb abcxabd — aabbcd. 

l4. Pour éviter la répétition de la même lettre 
dans un même terme, on se contente de l'écrire 
une seule fois , et on met à sa droite un petit chi/Fre 
un peu élevé qu'on nomme exposant ( arith. 103), 
et qui sert à marquer combien de fois la lettre doit 
être répétée comme facteur. Par exemple , dans 
bxb, au lieu d'écrire bb comme ci -dessus, on 
écrit b a ; dans bbxb> on écrira à 3 , et ainsi des 
autres exemples. 

Pour multiplier une lettre affectée d'un exposant, 
par la même lettre affectée d'un autre exposant , 
on écrit cette lettre une seule fois, et on lui donne 
pour exposant la somme des deux exposans qu'elle 
avoit dans le multiplicande et le multiplicateur. 
Ainsi, tfxfr — tf) cette règle est une consé- 
quence nécessaire de la règle des lettres. En effet, 
l'exposantdumultiplicandeet celuidu multiplicateur 
marquent combien de fois la même lettre est facteur 
dans l'un et dans l'autre 5 or, dans le produit, elle 
doit se trouver autant de fois facteur qu'elle Test 
dans le multiplicande et le multiplicateur, donc elle 
y aura pour exposant la somme de ceux qu'elle a 
dans les deux facteurs ; ainsi , a 3 i ( Xû 4 ^ = fl 7 è 9 .... 

Il faut remarquer que lorsqu'une lettre n'a pas 
d'exposant, il est censé être l'unité; ainsi a est la 
même chose que a\ 

\5. Lorsque les deux monômes qu'on veut mul- 
tiplier ensemble ont des coefliciens autres que l'unité, 
on les multiplie selon les règles de l'arithmétique : 
ainsi 3a a bx^atf— 1 2 a 3 bK Cette règle est évi- 
dente par la nature même des coefficiens, 
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On doit bien prendre garde de ne pas confondre 
le coefficient avec l'exposant; le premier désigne 
une addition , et le second désigne une multiplica- 
tion. Par exemple, dans 3 b et b\ le premier désigne 
b + b + b, et le second désigne bbb.Le coefficient 
affecte tout le terme au-devant duquel il se trouve , 
et l'exposant n'affecte que la lettre à côté de laquelle 
il est : ;.insi 3a*b signifie aï b ~\- a* b + a* b , eta*b* est 
une manière abrégée d'écrire a a bbb. 

16. Jusqu'ici nous n'avons pas fait attention aux 
signesqui précédoientlemultiplicande et le multipli- 
cateur, ou plutôt nous avons supposé qu'ils étoient 
tous deux positifs ; mais ils peuvent être tous les deux 
négatifs , ou l'un positif, et l'autre négatif. 

Si les deux signes sont positifs , le signe du produit 
doit être positif : ainsi -\-aX+b=+ab. Cette 
règle n'a pas de difficulté. 

Si l'une des quantités est positive , et l'autre né<ra- 
tive , le produit sera négatif : ainsi — ax + 0 = 

— ab. En effet, il s'agit de répéter — a autant de 
fois qu'il y a d'unités dans b ; il faudra donc indiquer 
la multiplication, en écrivant b à côté de — a, ce 
qui donnera — ab. 

On peut encore dire que multiplier — a par b, 
c'est ajouter — a à lui-même, autant de fois qu'il y 
a d'unités dans b ; mais une somme de quantités né- 
gatives sera toujours négative : donc le produit de 

— axb doit être — ab. 

Si les deux quantités qu'on multiplie sont néga- 
tives, le produit sera positif, c'est-à-dire quë- 

— ax — 6=+ ab. 

Cette règle présente quelques difficultés pour 
être bien saisie : on a de la peine à concevoir que le 
produit de — apar — b soit le même que celui de-f-a 
par +b. Mais la difficulté disparoîtra, si on se rap- 
pelle ce que nous avons dit sur la nature des quan- 



/ 
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tités négatives (6) , et sur le rapport qui règne entre 
le produit, le multiplicande, le multiplicateur et 
l'unité (arith. 3i ). En effet, pour multiplier — a 
par — 3 , par exemple , il s'agit ( par la nature des 
quantités négatives) d'ajouter — a à lui-même 3 fois , 
ce qui donnera — 3 a , et de retrancher ce produit, 
à cause du signe — qui précède le multiplicateur. 
Mais pour retrancher une quantité négative, il faut 
changer son signe (12) : donc il faudra écrire 4*3 a. 
Ce raisonnement sera le même, quel que soit le mul- 
tiplicateur : on peut donc dire généralement que. 
— ex — b = -\-ab. 

On peut se servir encore du raisonnement suivant, 
pour prouver que — a X — b = + ab. 

— a par b — b est la même chose que — a par 
zéro , et donne par conséquent zéro pour produit. 
Mais le produit de — a par +b est — ab ( 1 6 ) : 
donc celui de — a par — b doit être d'un signe con- 
traire, c'est-à-dire -\-a b , pour détruire le premier 
terme (a). 

En résumant tout ce que nous venons de dire sur 
la multiplication des monômes , nous dirons qu'il y a 
quatre règles à suivre pour faire la multiplication; 
celle des signes , celle des coefficiens , celle des let- 
tres et celle des exposans. 

i°. La règle des signes est que, si le multipli- 
cande et le multiplicateur sont tous les deux des 
quantités positives, ou tous les deux des quantités 
négatives , le produit , dans les deux cas , sera 
toujours positif. 



(a) Cette règle des signes est si simple , que Diophante , 
le premier des auteurs grecs cheï qui on a trouvé les pre- 
mières idées de Palgèbre , la regarde comme nn principe» 
évident par lui-même, et qui n'a pas besoin de démonstra-* 
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Si l'un des deux facteurs est positif et Vautre 
négatif, le produit sera négatif 

C'est cette règle qu'on trouve énoncée dans 
presque tous les livres élémentaires , d'une manière 
aussi fausse qu'incorrecte , lorsqu'on dit que + X Hh 
donne +, — x— donne +, -f x— donne — , et 
— X + donne — . 

2°. La règle des coefficiens est de les multiplier 
entr'eux selon les règles de l'arithmétique ; 

3°. La règle des lettres est d'écrire au produit 
les unes à côté des autres toutes celles qui se trou- 
vent au multiplicande et au multiplicateur ; 

4°. La règle des exposans est d'ajouter ceux 
des lettres semblables dans le multiplicande et le 
multiplicateur : la somme sera l'exposant de la 
même lettre dans le produit 

Exemples. 5a 3 b>cxba*bc 3 m = 20 a 5 Wm. . . 

H^Vx2a^c=-.8flW 

— 3x*z 3 yx—bxjy*z=:+ iStfVjr 3 . 

17. Si le multiplicande est un polynôme, et le 
multiplicateur un monôme, on multiplie séparé- 
ment chaque terme du multiplicande par celui du 
multiplicateur. 

Exemples. Za*bc — 2b 3 c+6abc 3 
jabc 3 

Produit,.. iaa 3 £ a c 4 — SabW + i^ a*b*c Q 
4a>b>c i —5m % n 3 p (i 

Produit. . . ,32tfb'c % ptr*8--*4in 9 n 3 p 9 r > s. 

On observera que Tordre des termes et des let- 
tres est absolument arbitraire ; mais la clarté exige 
qu on suive, en les écrivant, Tordre alphabétique 
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1 8. Enfin , si le multiplicande et le multiplicateur 
sont tous les deux composés de plusieurs termes, 
on multipliera chaque terme du multiplicande par 
chaque terme du multiplicateur 5 on ajoutera les 
produits, et Ton fera la réduction. 

Exemples, a* — 2 a c + c % 

a — c 



a 3 — 2 a a c+ac ft 
— <z fl c?4-2<zc a — c 3 

a'—da'c+Sac'—c 3 

a — b a + b 

c — cl a — b 

ac — bc — ad+bd a % + ab 

— ab — b % 

a*—b % (a). 

Quelquefois, au lieu d'effectuer les multiplica- 
tions complexes , on se contente de les indiquer , en 
écrivant entre deux crochets le multiplicande et le 
multiplicateur. Par exemple, si on veut multiplier 
a + b par c-\-d , on peut se contenter d'écrire 
(a + b) (c+d). Cette expression est souvent préfé- 
rable à l'opération effectuée, parce qu'elle semble 
exiger moins d'opérations arithmétiques. 



(a) Cette multiplication nous fournit un exemple d'une 
formule algébrique contenant l'expression d'un théorème très- 
général , et d'un usage familier dont l'énoncé est que la somme 
de deux quantités multipliée par leur différence donne pour 
produit la différence de leurs carrés. 



Digitized by Google 



DE MATHÉMATIQUES. 173 
De la division des quantités algébriques. 

1 9. La division , en algèbre comme en arithmé- 
tique, est une opération par laquelle étant données 
une quantité qu'on appelle dividende, et une quan- 
tité pju'on nomme diviseur, il faut en trouver une 
troisième qu'on nomme quotient , laquelle étant 
multipliée par le diviseur, produise le dividende. 

La division est , par sa nature, l'inverse de la mul- 
tiplication ; elle décompose ce que la multiplication 
compose. Les opérations par lesquelles on trouve le 
quotient, doivent être l'inverse de celles par les- 
quelles on trouve les produits. Ainsi, lorsque le divi- 
dende et le diviseur n'ont qu'un seul terme , i°. on 
divise le coefficient du dividende par celui du 
diviseur; i°. on retranche les exposans des let- 
tres du diviseur , de ceux des lettres semblables 
du dividende ; 3°. s'il y a dans le diviseur des 
lettres qui ne se trouvent pas dans le dividende , 
on ne fait qu'indiquer la division > en les écrivant 
au dénominateur ; 4°. enfin , on donne au quotient 
le signe -f ou le signe — , suivant que les signes 
du dividende et du diviseur sont les mêmes ou 
contraires. 

Toutes ces règles résultent de ce que le produit 
du quotient par le diviseur doit être égal au divi- 
dende, non-seulement dans sa quantité, mais encore 
dans son signe. 

Ainsi, le quotient de + ab> divisé par +b, est 
4- a ; celui de — abc, par + ab , est — c; — xyz y 
divisé par — xjr , donne +z. 

u 1 a • 8abc al 6a*b 3 c* 
Par la même raison, = 46.. . — - 

lac ûabc 

. 3 — iiab*e> , 4b 3 c 3 • 

= — 2 ab* c 3 . .. — — - — sa + . On vérifia 

— ôac m m 
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ces quotiens en les multipliant par le diviseur; le 
produit doit être égal au dividende de même signe 
que lui. 

20. La règle que nous avons prescrite pour les 
exposans , conduit à une remarque importante. Si 
l'exposant d'une lettre commune au dividende et au 
diviseur, est plus grand dans le diviseur que dans 
le dividende , alors l'exposant du quotient se trou- 



a % 



vera négatif. Ainsi — — a 1 "* 5 = a 3 5 mais, d'un 



autre côté , — est la même chose que — ; donc 

a 3 

On voit donc qu'une quantité élevée à une puis- 
sance négative, est égale à l'unité divisée par la 
même quantité élevée à la même puissance positive. 
On peut donc passer d'une de ces expressions à 
l'autre, sans altérer l'exactitude des calculs, d'où 
résulte la règle suivante : 

On peut faire passer une quantité du dénomi- 
nateur au numérateur et réciproquement , en l'ef* 
façant là ou elle est d'abord , pour l'écrire dans 
Vautre terme , en donnant un signe contraire à son 

. b 3 c~ 5 a* b 3 

exposant. Ainsi -y = 737 • • . a a b 3 c~ 4 = 



etC 



• • • • 



.= 3&Cf \ Rien n'est plus commun en algè- 

6 

bre que les puissances négatives 5 et il importe de 
s'en former des idées exactes. 

21. Si Ton avoit à diviser a 5 par a s , il est visible 
que le quotient seroit 1 , parce que toute quantité 
se contient elle-même une fois 5 mais en suivant la 
règle prescrite pour les exposans dans la division , on 
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a 5 

auroit — =a 5 " 5 = a° : donc a 0 = 1 5 c'est-à-dire 

que fowte quantité élevée à la puissance zéro, re- 
présente l'unité. Ainsi 3° = 1 ... 8° sa 1 . . . . 1 oo° 
== 1 . . . . &c. Cette seconde remarque n'est pas moins 
importante que la précédente. 

22. Si le dividende est composé de plusieurs ter- 
mes, et le diviseur d'un seul, on divisera chaque 
terme du dividende par celui du diviseur 5 la somme 
des quotiens partiels formera le quotient total. 

Exemple. Soit proposé de diviser le polynôme 
6 a 4 6* — 4a s 6 3 + 2a£ a e a par2aè\.. on arrange 
le dividende et le diviseur comme dans les divisions 
numériques : on divise ensuite successivement cha- 
que terme du dividende par le diviseur ; on écrit les 
quotiens à mesure qu'on les trouve , comme on le 
voit dans cet exemple : 

\ da'—iab + c* 

23. Si le dividende et le diviseur sont l'un et 
l'autre composés de plusieurs termes , le calcul de- 
mande un peu plus d'attention : il faut commencer 
par disposer les termes, de manière que la division 
se présente sous la forme la plus commode. On 
nomme cette opération préliminaire , ordonner les 
termes. 

Pour ordonner les termes , on choisit à volonté 
une lettre qui se trouve dans le dividende et dans le 
diviseur : on écrit pour premier terme du dividende, 
celui où la lettre , par rapport à laquelle on ordonne , 
a le plus grand exposant ; on écrit pour second 
terme, celui où la même a le plus grand exposant 
après le premier , et ainsi des autres termes. On en 
fait autant pour le diviseur ; et cet arrangement une 
fois fait , on n'a aucune peine à choisir les termes 
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s qui doivent se diviser , parce qu'ils se trouvent 

arrangés dans l'ordre convenable. 

Lorsqu'il se trouve plusieurs termes dans lesquels 
la lettre par rapport à laquelle on ordonne , a le 
mêm,e exposant , on les écrit les uns sous les autres, 
ou les uns à côté des autres, et ils sont censés ne 
faire qu'un seul terme. 

Après avoir ordonné les termes , i°. on divise le 
-premier terme du dividende par le premier terme 
du diviseur on a le premier terme du quotient : 
2°. on multiplie ce terme du quotient par tous les 
termes du diviseur; 5°. on écrit les produits sous 
le dividende pour en faire la soustraction , et 
pour cela on change les signes , les positifs en né- 
gatifs , et les négatifs en positifs ; 4°- on efface les 
termes qui se détruisent ceux qui restent j arment 
le second membre de division , dont le premier 
terme y divisé pareillement par celui du diviseur, 
donne le second terme du quotient , et ainsi de suite. 

Exemple premier. On propose de diviser 
1 2 aïb 3 cd — 1 5 à*bc*g — 9 a*bc* + 6 a 9 c + 1 o a*c*g 
— $a*b 9 d par 5c*g — 4 à b*d+ r ôa*c. 

On ordonnera le dividende et le diviseur par rap- 
port à la lettre a. 

6a*c— 8<i'& tt d4- 1 oa 6 c 9 £— $a 5 bc*+ 1 îa^cd— 1 5a 3 bc 3 g ( 3a ft c-4qW-f 5c*g 
— 6 a*c+8 a?b*d-- 10 qSç'g ( w « feSfe. 

1 er reste. . . ga*bc*+i2aWcd--i5a*bc 5 g 
4-9a 5 fcc* — I2a 4 6 3 cd-fi5 a 3 bc 3 g 

■ 

2 e reste. . . o o o 

On divise d'abord le premier terme du dividende 
par le premier terme du diviseur ; et comme ils sont 
tous les deux positifs, le quotient sera aussi positif. 
On divise le coefficient 6 par le coefficient 3 ; on 
écrit 2 au quotient : a 8 divisé par a% donne a G $ c di- 
visé 
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visé par c , donne 1 ; donc le premier terme du quo- 
tient sera 2 a 6 : on multiplie ce terme par les trois 
termes du diviseur , ce qui donne 6 a 8 c — 8 a 7 b* d 
+ 10 a 6 c* g. Ce produit doit être retranché du divi- 
dende : on récrit donc sous le dividende , en chan- 
geant les signes (12). Ils sont égaux, chacun à cha- 
cun, avec Tes trois premiers termes du dividende; 
donc ils se détruisent : le second membre de divi- 
sion sera composé des trois derniers termes du divi- 
dende. 

On divise — 9 a 5 bc % par 3a*c; le quotient est 
— 3 a 3 b c , qu'on écrit à côté du premier. On mul- 
tiplie le diviseur par ce second quotient comme on a 
fait pour le premier : on écrit le produit sous les ter- 
mes restans , en ayant soin de changer les signes 5 et 
comme après avoir fait la réduction , il ne reste 
rien, on doit conclure que le quotient exact est 
sa 6 — r 5a 3 bc. Pour s'en assurer mieux, on n'a qu'à 
multiplier ce quotient par le diviseur, et on trouvera 
pour produit le dividende. Voici un second exemple 
dont nous supprimerons l'explication. 

Exemple second. On propose de diviser b 5 — c 3 , 
par b — c 

On procédera, comme dans l'exemple ci-dessus : 

Dividende. b] — c 5 §b — c 

— b 5 + b*c fy + b 3 c+b > c > +bc 3 + c ï 

r* r reste.» b'c — c 5 

— iïc + 6 V 

2 e reste.. 6 V— c 5 

3 e reste.. + b'c 3 —c 5 

— b*c 3 + bc* , 

4 e reste.. + bc* — c 5 
5 e reste.. o o 

M 
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Il sera très-utile aux com m encans de s'exercer sur 
les divisions ; et pour trouver des exemples qui réus- 
sissent, il faudra prendre deux polynômes, les multi- 
plier entr'eux, et diviser le produit par un des deux 
facteurs. 

24. Lorsque le diviseur n'est pas contenu exacte- 
ment dans le dividende , la division ne se fait qu'avec 
un reste ; et si Ton veut traiter ce reste par une mé- 
thode analogue à celle qu'on emploie dafcs l'arith- 
métique , pour réduire en décimales les restes des 
divisions , on aura un quotient exprimé par une suite 
infinie , ordonnée par rapport aux puissances crois- 
santes ou décroissantes d'une des lettres du diviseur. 



2 


*1l 


d 





par a — b. 

En suivant les procédés indiqués , on aura pour 

c % 

quotient a+b+- — et si l'on veut réduire en 
iérie =■ , on écrira 



a — b 



a 



c* c*b c*b* c'b 3 



1 er reste. +c s £ 



a 

b c*b % 



2 e reste. + c* b* 



a % 



• . . &c. 

Q 1 

insi le quotient de ^£ sera exprimé par la 
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terie suivante qui iroit jusqu'à l'infini 

b b" V 



79 



•■+-:+— 3 +— A 



» • • 



a a* ' a 3 ' a 4 

Si la quantité f eprésentée par b est plus grande 
que la quantité représentée par a , la valeur des 
termes va en augmentant; si , au contraire, la quan- 
tité représentée par b est plus petite que la quantité 
représentée par a , la valeur des termes va en dimi- 
nuant : c'est une conséquence de ce que nous avons 
dit sur les fractions ( Arith. 55 ). 

l5. On nomme séries , ou suites divergentes % 
celles dont les termes vont en augmentant de valeur, 
en sorte que les derniers sont plus grands que les pre- 
miers : on nomme suites convergentes , celles dont 
les termes vont en diminuant de valeur. Donnons en- 
core quelques exemples de la manière de réduire 
une fraction algébrique en série. 



Soit 



a 

ou - 



a-b 



b b* b 3 



a a m <r 

En suivant les règles de la division , on a pour 

b j b\b\V 
quotient i -{- - + — + -^-f—. 



a a* ' a* a* 

Sr b>a , la série est divergente - y mais si b<a , 
la série est convergente. 
Supposons d'abord a= 1 et b= 1 o, la série devien- 

1 ÎO ÎOO ÎOOO ÎOOOO 

dra = 1-4— + + -f + 



1 — îo i i 1 l 

Si au contraire 6= 1 et a= 10 , on aura pour qU fl- 
lC 1111 

tient =H 1 1 1 H • • »1 

io — 1 16 loo 100O 10000 

= i,i 1 1 1 en décimales. 

Il est aisé de voir que la valeur de la première 

Ma 
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série est illusoire; car le premier membre est égal 
à — Or , plus on prend de termes dans le dévelop- 
pement en série , plus on s'éloigne de la vraie valeur: 
donc les séries divergentes ne peuvent être d'au- 
cune utilité dans les méthodes a" approximation. 
Il ne faut pas conclure cependant qu'elles don- 
nent des valeurs fausses; car, en développant en 
série une fraction algébrique , on a toujours un reste 
qu'on néglige : or , ce reste ajouté à la somme des 
termes de la série , donnera toujours la véritable va- 
leur de la fraction. C'est ainsi qu'en ne poussant le 
développement de la série précédente que jusqu'au 

b* 

quatrième terme, on trouve pour reste H — — — : 

a (a — b ) 

b b* b 3 b* a 

or i-l H — + — — = -; ce dont 

. a a* ar ar(a — b) a—b 

on se convaincra facilement en réduisant toutes ces 

fractions au même dénominateur. 

Dans la seconde série , au contraire , plus on 
prend de termes, plus on approche de la valeur 
exacte : car la valeur exacte est ^= Or, 
le premier terme de la série est i ; le second est 
T?<?3 I e second et le troisième réunis tV+T^ 
— <i$ m£US il en approche plus que ~. .&c. 
donc les séries convergentes peuvent être très- 
utiles dans les méthodes d'approximation. 

Plus on prend de termes dans le développement 
de l'exemple ci-dessus, plus on approche de la vraie 
valeur de la fraction, sans cependant pouvoir jamais 
l'obtenir , quelque prolongée que soit la série ; c'est- 
à-dire que ^ est la limite de cette série. Nous traite- 
rons ailleurs plus en détail cette théorie des limites. 

Des fractions algébriques. 

26. Les principes que nous avons posés dans 
l'arithmétique , pour le calcul des fractions , sont 
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Fondés sur les propriétés générales des nombres , et 
ne dépendent d'aucun système particulier de numé- 
ration : ils doivent par conséquent convenir à toutes 
les fractions exprimées de la manière la plus gé- 
nérale. 

On ajoute les fractions algébriques, on les sous- 
trait , on les multiplie , on les divise, on les réduit 
au même dénominateur et à l'expression la plus* 
simple, en suivant exactement les mêmes procédés 
que dans l'arithmétique^ 

Il est donc inutile de répéter ici les raisonnement 
que nous avons faits ailleurs : il suffira de donner des 
exemples. Commençons par les opérations prélimi- 
naires , qu'on est souvent dans le cas de faire sur les 
fractions. 

i°. Changer le dénominateur d'une fraction algé- 
brique , sans altérer la valeur de la fraction. 

Multipliez ou divisez les deux termes de la 

fraction par le même nombre ( Arith. 58 ). Ainsi la 

a a m , . a* — b % 

fraction — = -_ — ; et réciproquement — ■ - 

b b m a -j- o 

a — b ... . . 

, en divisant les deux termes par 



a a — a b + b 
a + b. 

C'est par le même principe qu'on met un en- 
tier sous la forme fractionnaire ainsi p =s 



m 



a — b* b ac+b x* — zxy+y* 

a — b= .. a-i — — ,.x-\ f — — 

a + b c c x+y 

==îf — x J+y ^ et réciproquement en divisant 
x+y 

, 2X — xy-\-y* 

le numérateur par le dénominateur - — — 

x+y 

x+y M a 
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2°. Réduire plusieurs fractions au même déno-r 
minateur , sans changer leurs valeurs. 

Multipliez les deux termes de chaque f met ion 
par le produit des dénominateurs de toutes les 

autres ( Arith. 63). Ainsi les fractions — , - , - 

n q s 

. mqs nps nqr 

deviennent 1 — s 1 • 

nqs nq s nqs 

L'opération seroit la même , si les numérateurs 

ou les dénominateurs , ou tous les deux ensemhle 

étoient des quantités complexes. Comme ces sorte3 

de fractions se présentent fréquemment , il est bon 

, , . • • a+b m — n 

de s y exercer. Ainsi , —.réduites au 

0 m + n a — b 

même dénominateur , donneront ° 



(m+n)(o-b)* 
/7i a — - n* 

; On se contente d'indiquer la muî- 



(m+n)( a — b) 
tiplication des dénominateurs , parce que l'opéra- 
tion est plus simple et plus commode pour avoir son 
résultat en nombres (18). 

5°. Réduire une fraction à sa plus simple expres- 
sion. Cherchez le plus grand commun diviseur 
entre le numérateur et le dénominateur , et di- 
visez ensuite les deux termes de la fraction par 
ce commun diviseur. 

2J. La méthode de trouver le commun diviseur 
, entre deux expressions algébriques , est la même , 
quant au fond , que celle que Ton emploie dans 
l'arithmétique ; elle est cependant plus embarras- 
sante dans la pratique, si on n'a pas le soin de pré- 
pirer les termes pour rendre le calcul plus facile ? 
c'est pour cela que nous ajouterons les observations 
suivantes ; 
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On ne change pas le diviseur commun de deux 
quantités, en multipliant ou en divisant Tune de ces 
quantités par un facteur qui n'est pas diviseur de 

b c 

l'autre quantité. Soit pour exemple la fraction — , 

dont les deux termes ont pour diviseur commun b ; 
en multipliant le numérateur par m, elle deviendra 

, . . Cette fraction a, à la vérité, changé de va- 
bd 

leur 5 mais le diviseur commun au numérateur et au 
dénominateur , est resté le même. Ce seroit la même 
chose si , au lieu de multiplier le numérateur , on 
roultiplioit le dénominateur 5 mais si la quantité par 
laquelle on multiplie ou on divise l'une des quantités 
étoit diviseur de l'autre , ou contenoit un facteur qui 
fût diviseur de l'autre , alors on changeroit le divi- 
seur commun. Par exemple, qu'on multiplie le nu- 

, r . b c . a b c d 

merateur de la Fraction — par a tf, on aura — — — % 

bd bd 

dont le diviseur commun est bd > tandis qu'il étoit b 

avant la multiplication. 

Après avoir préparé les termes par la multiplica- 
tion ou la division , il faut diviser le plus grand par 
le plus petit; diviser ensuite le plus petit par le 
premier reste ; le premier reste par le second; 
etc. , etc. jusqu'à ce qu'on troupe un quotient sans 
reste ( Arith. 62 ). Le diviseur qui donnera un quo~ 
tient exact sans reste , sera le plus grand commun 
diviseur entre les quantités données. 

28. Mais en algèbre on n'a aucun moyen de 
juger laquelle des deux quantités est la plus grande 5 
c'est pourquoi on divisera celle qui sera la plus com- 
mode , et la plus facile à préparer. 

Il n'y a aucune difficulté à trouver le plus grand 
commun diviseur entre deux monômes. Nous ne 

M4 
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donnerons des exemples que pour les polynômes. 

Exemple premier. Trouver le plus grand com- 
mun diviseur entre le numérateur et le dénomina- 

teur de la fraction 

à 4 — 

Divisez a 4 — b* par a* — b*, le quotient est a* H- b* , 
sans reste 5 donc a a — b* , est le plus grand commun 
diviseur entre le numérateur et le dénominateur 
de la fraction proposée. En divisant Pun et l'autre 
par ce commun diviseur, la fraction se réduit à 

1 

a' + b* 

Exemple deuxième. Réduire à l'expression la 

1 2 x* y — 27 y b 
plus simple la fraction n . — . 

Après avoir ordonné les termes du numérateur 
et du dénominateur par rapport à la lettre x , je 
divise le second par le premier ; mais avant tout , 
j'observe que le facteur 3 y est commun à tous les 
termes du numérateur sans l'être au dénominateur, 
et le facteur 2 multiplie tous les termes du dénomina- 
teur sans multiplier ceux du numérateur , je puis donc 
faire disparoître ces deux facteurs sans nuire au 
commun diviseur. Je diviserai ensuite, 4 x^ +6^ a x* 
par 4# 4 — 9 y*. Le quotient est 1 , avec un reste 
+{^ 4 +6ary% je divise 4 — <w 4 par 6arV a +a7 4 ; 
mais ce premier reste est multiplié par le facteur 
3jy* , qui ne se trouve pas dans le dividende. On 
le fait disparoître, et l'on divise 4# 4 — g y 4 par 
2a? a -f 3y. Le quotient est 2# a — 3y sans reste; 
donc 2jr a -h3^ a est le plus grand commun diviseur. 
La fraction proposée pourra donc se réduire à 



2 v 2 x* y 



Digitizec 



DE MATHÉMATIQUES. 180 

Pour faire sentir les raisons de ce procédé , nous 
allons appliquer ici d'une manière générale la dé- 
monstration que nous en avons donnée en arithmé- 
tique d'une manière particulière ( Aritn. 62). 

2g. Soient les deux quantités que l'on veut di- 
viser l'une par l'autre, ^4 et B, Supposons que , 
divisé par B , donne un quotient p avec un reste C ; 
on aura donc ^4^pB-\-C. Supposons queZ?, di- 
visé par C, donne un quotient q avec un reste IJ> 
on aura donc B—q C+D. Soit enfin C, divisé par 
D= r sans reste , on aura donc C= rD. D sera 
donc le premier diviseur sans reste 5 et je dis qu'il 
sera le plus grand commun diviseur entre ^4. et B. 

En elTet , puisque le diviseur en question divise 
Jl divise aussi pB + C qui lui est égal 5 et puisqu'il 
divise B séparément, il faut qu'il divise aussi C; 
mais il ne peut pas diviser Z? et C sans diviser JD, à 
cause de Bz=qC-{-D : donc le diviseur de ^4 et B 
est aussi diviseur de C et D : mais D ne peut être 
divisé par un nombre plus grand que lui-même; 
donc le plus grand commun diviseur entre deux 
nombres, est le reste qui divise exactement celui 
qui le précède. 

w 

De V addition des fractions littérales. 

3o. Si l'on veut se contenter d'indiquer l'addition 

de plusieurs fractions littérales, on n'a pas besoin de 

les réduire au même dénominateur ; mais si l'on veut 

effectuer le calcul autant que cela est possible, il 

faut les réduire au même dénominateur, en suivant 

le même procédé qu'en arithmétique. Ainsi , pour 

, r . a c m — n 

ajouter les fractions -7-+- -rH , on peut se 

b a p+q 

contenter de les laisser ainsi écrites les unes à coté 

des autres avec leurs signes, ou les réduire au même 
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dénominateur , et prendre la somme des numéra- 
teurs. L'on aura 

adp-\-adq + bcp-\-bcq\bdm — bdn 

bdp + bdq 
De la soustraction des fractions littérales. 

» 

31 . La soustraction des fractions littérales se fait 

en changeant les signes de la fraction qui doit être 

soustraite, et récrivant ainsi à côté de la première , 

on les réduit ensuite au même dénominateur , et Ton 

fait la réduction, s'il y a lieu. Ainsi , pour retrancher 

a — b .191 , . m b — a 

de — , on écrit 1 .. . • pour retran- 

c n ne 

- XV X* , X , . X X* — xy X* 

cher— de -, on écrit — | = —,....- 

y x y y r. y 

Pour soustraire — - de - , on écrit -4- T (i2) = 

b y y b K 

bx+ay 
by 

De la multiplication des fractions littérales. 

32. Pour multiplier un entier par une fraction, 
ou une fraction par un entier, on multiplie le numé- 
rateur de la fraction par l'entier, et on laisse le dé- 

» 

nominateur tel qu'il est. Ainsi 4amx — — - = 

cd 

8a*bm ^ _ m 5abm+bcm 

— . . . (Sab + bc)X — = . . . 

ca n n 

aax — x % > ; MX* — x* — aaxy+x'yc 
jy—X(x—y)= y— + 2. 

Si le multiplicande et ^multiplicateur sont tous 
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tes deux fractionnaires , on multipliera numérateur 

par numérateur, et dénominateur par dénomina- 

. . ôa*b 4a 3 b i2a 5 ô 4 x+y 

teur. Ainsi — — .X^— ^>= - — r— — — X 

ôc*d 6c'd ôoc*d* m+n 

x—y _ x*—y % 

De la division des fractions littérales. 

33. La division d'une fraction par un entier, 
consiste à multiplier le dénominateur de la fraction 
par l'entier , et à laisser le numérateur tel qu'il est. 

Ainsi la division de \ par c donne ~- . . . le quo- 

o bc * 

4a*b , £a*b 

tient par _rf=-_. 

La division d'un entier par une fraction se fait en 

multipliant l'entier par le dénominateur 5 mais après 

la multiplication , on met le produit au numérateur, 

et le premier numérateur passe au dénominateur. 

. . . , b ac » . , a+b 

Ainsi a divisé par - = — . . . a*b divise par -= 

r c b r c+d 

a*bc+a % bd 
a-\-b 

Enfin, la division d'une fraction par une autre frac- 
tion , se fait en multipliant le numérateur de la frac- 
tion dividende , par le dénominateur de la fraction 
diviseur, et le dénominateur de la première par le 
numérateur de la seconde : le premier produit sera 
le numérateur de la fraction quotient j et le second 

en sera le dénominateur. Ainsi — divisé par — 14 

n q 

mq a*—b> M . : x* + y* a*—fr 

— • ■ • ~7~ — : divise par *; = . 

np tf— y* _ r a* + b % x*-~y* _ 
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Il paroîtra peut-être plus commode de renverser 
la fraction diviseur , comme nous l'avons observé en 
arithmétique, et de multiplier ensuite numérateur 
par numérateur, et dénominateur, par dénomina- 
teur. Par exemple, dans la fraction ci-dessus, je 

renverse la fraction — en écrivant — : je multiplie 

9 P 

ensuite m par q , et n par p. 

Pour renfermer les trois cas dans une règlagéné- 
rale, nous remarquerons que l'on peut mettre l'en- 
tier sous la forme d'une fraction , en lui donnant 
l'unité pour dénominateur $ pour lors les trois cas se 

réduiront au dernier. Ainsi i°. ~ divisé par c se ré- 

b 

■m • , Q . . . , C 1 CL . f 

duit a - divise par - = — . . . 2°. c divise par 
b * 1 bc 

a c , a cb 

T = ~ divise par — — . . . . etc. 

à î r b ixa 

Des fractions continués. 

34. Ce que nous allons dire sur les fractions con- 
tinues est une extension et une généralité de ce que 
nous en avons dit en arithmétique. Il sera bon et 
utile de relire attentivement cet article, avant de 
passer à la lecture de celui-ci. 

On donne le nom de fraction continue à une 



i 

pression de la forme a + -r î 

+ c+- î 
. . d^ryrlr & c » • • • • 

Et si on suppose que a=i,£ = 2,c = 4> d~5 y 
on aura le Cas particulier que nous avons traité en 
arithmétique ( AritK. 72). La quantité a représente 
un entier joint à k fraction , ou ce qui revient au 
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même , Pexpression ci-dessus est le développement 

d'une fraction représentée par — , dans laquelle le 

numérateur est plus grand que le dénominateur. 
Si on s'arrête au premier terme a , on aura une 

première approximation de la fraction — plus pe- 
tite que la véritable valeur de la fraction : si on 
pousse l'approximation jusqu'au second terme b > on 

aura l'expression <z+^ 5 en réduisant au même dé- 
nominateur , la valeur de cette expression sera 

a ^~^ 1 plus grande que la véritable valeur de 

0 B 

Si on s'arrête au troisième terme , on aura 

1 . . . , a b c -j- a 4- c 
a-\-- 1 , dont la réduction donne 

b-\ — bc+\ 
c 

plus petite que la véritable valeur de — . Si on 

Jj ■ 

pousse jusqu'au quatrième terme , on aura 

1 abcd+ad+cd+ab+ 1 

a A — 1 =s - — — 

b+- 1 bcd+t? + d 

pl us grande que la véritable valeur de—. Ams * " a ^ ra<> 

tîon proposée — sera alternativement plus grande et 

a . a b + 1 

plus petite que les fractions suivantes ~ > — - — , 

abc + a+c abcd+ad+cd+ab+ 1 

àc+i 9 bcd+b + d 6 
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manière cependant que chaque fraction approche 
plus de la véritable valeur que la précédente. 

V 

35. Si l'on cherchoit le plusgrand commun diviseur 
entremet B, selon la méthode prescrite, on trouve- 
roitque les nombres représentés par a, b, c 3 d, f, sont 
les quotiens respectifs, que Ton obtient en divisant 
successivement le premier nombre par le second, le 
second par le premier reste , le premier reste par le 
second. .&c. Or, ces quotiens une fois déterminés , 
il est facile de former les fractions précédentes, sans 
passer par la fraction continue. 

On voit en effet que le premier quotient divisé par 

l'unité, donne la première fraction Ensuite, mul- 

tipl'ant le numérateur et le dénominateur de cette 
fraction par le second quotient, et ajoutant Punité 

a b -f- 1 

au numérateur , on aura la seconde fraction — — — . 

Multipliant de même le numérateur et le dénomi- 
nateur de celle-ci par le troisième quotient , ajou- 
tant à son numérateur celui delà fraction précédente, 
et à son dénominateur le dénominateur de la même 

abc + c+a 

fraction, on aura la troisième fraction — — ; « 

ôc+ 1 

On suivra le même procédé pour former les frac- 
tions suivantes , en sorte que le numérateur de 
chaque fraction sera égal au numérateur de la 
fraction précédente multiplié par le quotient cor- 
respondant) et augmenté du numérateur de la 
fraction qui précède celle-ci , et son dénomina- 
teur sera égal av, dénominateur de la fraction 
précédente multiplié par le quotient correspon- 
dant , et augmenté du dénominateur de ta frac- 
tion qui précède celle-ci. - j 



DE MATHÉMATIQUES. Jq i 

Si nous représentons une de ces fractions par — 

T 

celle qui la précède par — , celle qui précède celle- 

ci par —, et le quotient correspondant par q , on 

pourra traduire de la manière suivante la loi que 
nojis venons d'assigner pour la formation des frac- 
tions partielles qui donnent les valeurs approchées 

de — . . . X=qT+R et Y^qT+S. 

Quiconque aura une idée exacte des quantités re- 
présentées par chacune de ces lettres, trouvera 
dans cette formule l'expression abrégée des loix 
constantes que suivent les numérateurs et les déno- 
minateurs des fractions dont nous parlons. 

36. L'expression générale des numérateurs et 
des dénominateurs des fractions partielles, nous pré- 
sente un exemple des formules algébriques, et de 
l'avantage de l'algèbre sur l'arithmétique. En«efFet, 
toutes les propriétés qu'on découvre dans la gran- 
deur considérée de la manière la plus générale, et 
indépendamment de tout système particulier, doit 
se trouver vrai dans tous les cas particuliers renfer- 
més dans le cas général. Pour en faire une applica- 

tion , je suppose que la fraction — = ff; en la réduî- 
fant en fraction continue , on a 1 -f-- 1 

Si on cherche le plus grand commun diviseur entre 68 
et 47 , on trouve les quotiens successifs 1 , 2 , 4 , 5. 
En se servant de ces quotiens et de la formule gé- 
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nérale, on forme les fractions suivantes 7 , 7 , ^, {f ; 
où l'on voit , par exemple , que la formule géné- 
rale X = çT+R représente i3, -lorsque q = k, 
T=3 et i? = i et de même la formule générale 
Y—qJ^+S représente g, lorsque V =2, et iS=l. 

Soit encore — = ^3^5 en cherchant le plus grand 

commun diviseur entre le numérateur et le déno- 
minateur , on trouvera les quotiens successffs, 
3, 2, 3, 5, 7, 3, et en prenant la formule générale, 
on formera les fractions successives 7 , 7 > ¥" 5 TT > 
lil 9 zffiî et l'on trouvera , par exemple, que 
3fc=9i3 lorsque ç = 7 , T=i2j , R~i\> et 
Y= 266 lorsque K= 5j et S= 7. 

57. Voyons encore quelqu'autre propriété des 
fractions continues. Si on cherche la différence de 
chaque fraction à celle qui la précède , on trouvera , 

ab-\-\ a 1 
pour la première et la seconde, — * 

. . ., abc+a+c 
pour la seconde et la troisième, — i )C ^_ l 

(ab+\) _ 1 j a tro i s ; eme et l a 

ô b(bc+i/ r 

^ uatneme ' + 

j ' y — ,*et comme 

bc+i (bc+\)(bcd+b + d) 

la loi que suivent ces différences ne dépend d'au- 
cune valeur particulière des lettres o, S, C , d 9 il 
s'ensuit qu'elle est générale. Nous pouvons donc 
conclure que , si on cherche la différence d'une frac- 
tion à la voisine , on trouve une fraction dont le nu- 
mérateur est l'unité, et le dénominateur le produit 
des deux dénominateurs des fractions qu'on com- 
pare , 
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pare : de sorte qu'en employant cette suite de difle^ 
renées , on peut encore exprimer d'une manière fort 
simple les fractions dont il s'agit , par Une suite d'au- 
tres fractions,dont iesnumérateurs soient tous l'unité* 
et les dénominateurs soient successivement le pro- 
duit de deux dénominateurs voisins. Ainsi, au lieu de 

A 

représenter les approximations successives de — . 

par les fractions ci-dessus (36) , on les représentera 
par la série suivante : 

A . i i , I 

——a-\ t~* i \i . ' — ;~r 



B \.b b(bc+i) (bc+i)(bcd+b + d) 

+ 



1 1 • 



. (bcd+b + d)(bcdf+bc+bf+df+i) 

A 2866 

en supposant — -= -g— comme ci-dessus > la sé^ 
ne devient o H + 



î.a 2.7 7.37 57.26(3 
1 

+ 266.835* 

Le premier terme est , comme l*on voit , la pre* 
mière fraction 5 le premier et le second réunis don-» 
nent la seconde fraction f ; la somme du premier, 
du second et du troisième donnent la troisième frac- 
tion ^r, et ainsi des autres \ en sorte que toute la 
série sera équivalente à la fraction totale* 

38. La formation des termes de la série précé- 
dente nous apprend que, si on représente les frac* 
tions successives qui donnent par approximation les 

. 111». - a b c d 

\aleurs de la fraction continue par—, -77, — r, — , M 4 , 

a b c d 

on aura généralement ab' — a'b = — i . .bc' — Vc 
se \ . , .c d'~-c'd^ +•+ 1 . . . . &e. 

N 
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Si Ton vouloit chercher la racine de 2 par le 
moyen des fractions continues , on auroit la frac- 
tion suivante continuée à l'infini (Arithmét. 73) : 



1 

a + -i 
2 H — 

2 • • • • • 



Lorsque %s dénominateurs reviennent toujours 
dans le même ordre à l'infini, la fraction continue 
est dite périodique. 

Les propriétés générales des fractions continues 
que nous venons de parcourir, n'auroient pas pu 
être déduites de l'arithmétique , parce qu'il eût été 
trop difficile de démêler dans une expression arith- 
métique ce qu'elle eût renfermé de général , d'avec 
ce qui dépend de chaque cas particulier du système 
de numération adopté, et des signes particuliers 
dont on se sert. 

Nous ne suivrons pas plus loin ce premier exemple 
de la manière de procéder en algèbre pour décou- 
vrir des vérités générales. Nous ne pourrions même 
le faire avec fruit, sans avoir donné plus particuliè- 
rement les règles de l'analyse. 

De la formation des puissances et de l'extraction 

des racines. 

3g. Elever une quantité à une puissance, c'est 
multiplier cette quantité par elle-même , autant de 
fois , moins une , que cela est indiqué par le degré 
de la puissance aucjuel on veut élever la quantité 
( Arith. 109 ). Ainsi , élever la quantité représentée 
par b à la troisième puissance, c'est multiplier b par 
lui-même deux fois \ le produit sera donc bbb ==& 3 . 

Extraire la racine d'une puissance proposée , c'est 
chercher la quantité qui , multipliée par elle-même 
un certain nombre de fois , a produit la puissance» 



/ 
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Ainsi b est la racine troisième de &*, parce que b , 
multiplié par lui-même deux fois , a donné b*. 

Les règles à suivre pour la formation des puis- 
sances et l'extraction des racines, dépendent de 
celles que nous avons déjà données pour la multipli- 
cation et la division. Nous allons en faire l'applica- 
tion , i°. à l'élévation aux puissances et à l'extraction 
des racines des monômes 5 2 0 . à ces mêmes opéra- 
tions sur des polynômes. 

De l'élévation aux puissances et de Vextractiori 
des racines des monômes. 

4o. Pour élever -f& à son quarré, il faut multi- 
plier + b par +b ; le produit est + £\ 

De même , pour élever — b à son quarré , il faut 
multiplier — £par — b 5 le produit est encore +b*i 
un quarré négatif est donc une quantité absurde ou 
imaginaire. 

Le cube , ou troisième puissance de +b , est -f# 
multiplié par lui-même deux fois , ou -f-&\ et celui 
de — b est — 5x — bx — — b 3 . Pareillement ^ 
pour avoir la quatrième puissance de -\-b , il faudra 
multiplier le cube déjà obtenu par +b , ce qui don- 
nera + et pour avoir la quatrième puissance de 
— b , il faudra multiplier — b* par — b , ce qui don- 
nera 4- bK 

Sans pousser plus loin l'analogie , on doit voir que 
toutes les puissances paires sont toujours positives , 
soit que la racine ait le signe -f- ou le signe — ■ ; et 
toutes les puissances impaires ont toujours le même 
signe que la racine. 

Si le monôme qu'on veut élever à une puissance a 
Un coefficient numérique , il faudra multiplier cé 
ient par luUmâmo ; c'est-à-dire ou* il faudra 
V élever à la puissance indiquée selon les règles 
prescrites dans l'arithmétique. 

N 2 
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Enfin, si les différentes lettres composant le mo- 
nôme ont des expo s ans , on multipliera l'exposant 
de chaque lettre par l'exposant de la puissance^ 
En effet, pour élever b* , par exemple, au cube, 
on a b> X b* X b* = b' + • + 8 |rs £ a x 3 == b\ où l'on voit 
que l'exposant 2 de la racine b % est multiplié par 3 
exposant du cube. Par la même raison , b*c 3 d* élevé 

a la cinquième puissance , donnera b c d 
z=zb l ° c l5 d 10 . Ces règles suffisent pour élever un 
monôme à une puissance quelconque , comme ou 
le voit dans les exemples suivans : 

Le quarré de +ab est +a*b' l \ celui de — ab est 
aussi +a*b*. 

Le quarré de + 3x*y 3 z est -^-qx^z* $ celui de 
— Sa x\y 3 est +25 a 3 ar 4 j/ 6 . 

Le cube de -h 3 a b*m est + 2ja 3 b & m 3 ; celui de 

, La quatrième puissance de +ib % c 3 d* est 
-fi66V s </ ,6 jcellcde — dp'qx 3 est -r-8ipy* ,ft . 

La cinquième puissance de 4-3 a*y est 2 43 a lo y 5 £ 
celle de — aax % est — 32 a\T to . 

Pour donner plus de généralité au calcul 
algébrique, on peut se proposer d'élever une quan- 
tité quelconque représentée par a , à une puissance 
indéterminée représentée par m. Danscecas, /rasera 
l'exposant de cette puissance ; et cette élévation 
s'effectuera en multipliant l'exposant de a, qui est i , 
par TTC, ce qui donnera a m . . .Par la même raison, 
b p c r élevé à la puissance n , donnera b np c" \ 

42. L'extraction des racines étant l'opération in- 
verse de la formation des puissances , il est clair que 
pour avoir la racine d'un monôme , il faudra suivre 
des règles inverses à celles des puissances. On obser- 
vera donc, 
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1°. Que le signe d'une puissance paire étant tou- 
jours positif, quel que soit celui de la racine, lors- 
qu'on voudra repasser d'une puissance paire à sa 
racine , il faudra lui donner le double signe =b , parce 
que , généralement parlant , rien ne détermine si la 
racine doit être positive ou négative : quant aux 
signes des racines impaires, ils seront toujours les 
mêmes que ceux des puissances. 

2°. Les coefficiens étant élevés aux puissances , 
selon les principes du calcul numérique , pour en 
extraire le* racines , il faudra suivre les règles pres- 
crites en arithmétique. 

3°. L'exposant de chaque lettre étant multiplié 
par celui de la puissance, pour extraire la racine, il 
faudra diviser l'exposant de chaque lettre par celui 
de la racine. 

Appliquons ces règles à quelques exemples. 
La racine quarrée de -j-# fl est rfc a, . . celle de 
;+ 9 a 6 est de 3 a 3 b\ 

La racine cubique de -fa 3 est +a. . . celle de 



a 3 est — a. 



La racine cubiqne de -f \?5x*y % est 
La racine quatrième de +à 4 est -àzb. . . celle de 
16 a^x x% est dcmax*. 

La racine du degré n de la quantité a r b\ sera in- 

jr « 

diquée par a n b n . En effet , pour élever cette quan- 
tité à la puissance n ,11 faudra multiplier l'exposant 
de chaque lettre par n , ce qui reproduira a r b*. 

Nous conclurons donc des règles et des exemples 
que nous venons d'établir, que, si l'exposant de 
chaque lettre n'est pas divisible par celui de la ra- 
cine qu'on se proposed'extraire , ces exposans seront 
sous la, forme d'une fraction dans la racme. 

Par exemple , la racine troisième de a a sera dési- 

gnée par a\ La racine cinquième de lésera V c\ 

N3 
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La racine du 4 e g r <-' n de b r c* sera indiquée par 



r < 



Un exposant fractionnaire désigne donc une ra- 
cine à extraire. Pour élever une quantité fraction- 
naire à une puissance quelconque , îl faut élever à 
cette puissance le numérateur et le dénominateur. 
Pour extraire une racine quelconque d'une quantité 
fractionnaire 3 il faudra extraire la racine demandée 
4u numérateur et du dénominateur. 

Ainsi la troisième puissance de - est • 

x r x rn 

)La puissance n de — est — . 

zbarx* oa u x 
ha racine seconde de — t—j- est =fc ~-,— 3 t 

9 by b 3 by 

1 r 

bx r b n X n 

]La racine n de est — — j. 

43. Remarque. Il n'est pas inutile d'observer 
ici comment le langage algébrique se généralise et 



mm 






• 



dans leurs calculs que des quantités connues et dé- 
terminées , et représentoient l'inconnue seulement 
par une lettre. Viette, mathématicien français , in- 
troduisit dans l'algèbre leslettres de l'alphabet , pour 
représenter toutes sortes de ouantités connues et in- 
connues y et par-là il donna aux formules algébriques 
une généralité qui est lepr plus précieux avantage 
De même, avant Descartes, pour exprimer, par 
exemple , la huitième puissance d'une quantité re- 
présensée par b , il falloit écrire b à côté de lui-même 
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sept fois. A cette répétition fastidieuse de la même 
lettre , il substitua l'usage des exposans , et procura 
ainsi à l'algèbre l'avantage de la simplicité , de la 
netteté et de la généralité 5 puisqu'au moyen des ex- 
posans indéterminés on peut indiquer la puissance 
indéterminée d'une quantité qui est elle-même indé- 
terminée. 

Les exposans des lettres peuvent être positifs, né- 
gatifs , entiers , fractionnaires. 

Un exposant positif et entier désigne une puis- 
sance de la quantité (i4) : ainsi b m désigne que la 
quantité b doit être élevée à la puissance désignée 
par m. 

Un exposant entier et négatif désigne le quotient 
d'une quantité divisée par la puissance indiquée par 

l'exposant (4o). Ainsi a b w = — , signifie que la 

o 

quantité représentée par a doit être divisée par la 
puissance m de la quantité b. 

JUn exposant positif et fractionnaire désigne une 
ince par le numérateur de l'exposant, et une 
racine par le dénominateur du même exposant. 



un 
MRssai 



m 



Ainsi p n désigne que la quantité représentée par p 
doit être élevée d'abord à là puissance marquéè 
par m, et qu'il faut ensuite extraire de cette puis- 
sance la racine n. 

Enfin une lettre , afFectée d'un exposant négatif 

et fractionnaire , porte à l'esprit la même idée, que 

si cette lettre étoit au dénominateur avec le même 

. ZZL a 
exposant positif (20). Ainsi a b » = — . 

b * 

44. Toute puissance paire , telle que le quarre, 
par exemple , qui est précédée du signe négatif , n'a 

N4 



2oo LEÇONS ÉLÉMENTAIRES 
point de racine possible , ou , ce qui est la même 
chose, sa racine est imaginaire. Quoique ces ra- 
cines ne portent à l'esprit l'idée d'aucune quantité 
réelle, elles sont soumises néanmoins aux mêmes 
règles de calcul que les quantités réelles, parce que 
souvent ce n'est qu'à la lin du calcul qu'on découvre 
l'existence de pareilles quantités, introduites dans 
le calcul par des conditions contradictoires , et im- 
possibles à remplir. 

Des quantités radicales. 

45. Quand on ne veut qu'indiquer une extraction 
déracines, on se sert du caractère j/Vqu'on nomme 
signe radical, et sous lequel on écrit la quantité 
dont on veut extraire la racine. 

Ce radical, par lui-même, n'indique que la ra- 
cine quarrée 5 mais pour lui faire marquer une ra- 
cine troisième , ou quatrième , on met sur le radi- 
dical le chiffre 5 ou 4 , qu'on nomme l'exposant du 

radical. Ainsi \/ab indique la racine quarrée de ab, 
3 

et y/cx , indique la racine cubique de ex. 

Si la quantité dont on veut extraire la racine , est 
composée de plusieurs termes, on les renferme tous 
dans deux parenthèses, en mettant au-devant le 
signe radical. Ainsi \/~~ ( a* + ibc) indique la 
racine quarrée de a a -f- 2 b c. 

Les quantités radicales, qu*on nomme aussi ra- 
dicaux , sont d'un fréquent usage dans l'algèbre, 
parce qu'il est rare qu'on puisse effectuer l'extrac- 
tion des racines de quantités exprimées d'une ma" 
îiière générale. Il est donc nécessaire d'avoir un signe 
particulier pour les indiquer. 

Les radicaux sont susceptibles des mêmes opéra* 
tipns que les autres expressions algébriques 5 c'est-à» 



y 
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dire qu'on les ajoute , on les soustrait , on les mul- 
tiplie , on les divise , on les élève à des puissances , on 
en extrait les racines; mais, avant tout , il est bonde 
les préparer par des opérations préliminaires. 

Toutes les préparations qu'on peut faire sur les ra- 
dicaux sont fondées sur ce principe , qu'on ne change 
pas la valeur d'un radical en multipliant ou en divi- 
sant par le même nombre l'exposant du radical, et 
celui de chaque lettre sous le signe ; car cela se ré- 
duit à faire en même temps une élévation de puis- 
sance et une extraction de racine semblables sur la 

3 m 

même quantité. Ainsi a —\/~cï=z\/a? s= \^a m . • . 
Par la même raison \/Hb = y/ a *b %= V = 

Va*b\ 

46. La première opération consiste à faire sortir 
hors du radical un facteur qui est sous le radical , ou 
à faire entrer sous le radical un facteur qui est hors 
du radical. Dans le premier cas, il faut que la quan- 
tité sous le radical soit le produit de deux facteurs , 
dont un est élevé à la puissance désignée par l'ex- 
posant du radical. On prend la racine de ce facteur, 
et on l'écrit devant le radical. Ainsi \S a *b = a\/b... 
3 3 

En efFet , la racine quarrée de a* est a : donc 
multiplier la racine quarrée de b par la racine quar- 
rée de a % ou par a, c'est la même chose. Il en est de 
même des autres exemples. 

Le second cas est l'inverse du premier , et consiste 
à élever le coefficient du radical à la puissance indi- 
quée par l'exposant du radical , et multiplier ensuite 
tous les termes qui sont sous le radical , par cette 
puissance du coefficient. Ainsi a]/b = a*ÎT • • • * 
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bxTrfP^c) = V b +b*c ra * s ° n de ce procédé 
est facile à saisir , d'après ce que nous avons dit 
pour le premier cas. 

47. La seconde préparation consiste à réduire 
deux ou plusieurs radicaux au même exposant. 

3 m 

Soient les deux radicaux y a *b et |/&?*. Pour les 
réduire au même exposant , j'élève au quarré la 
quantité sous le signe du premier radical , ou, ce 
qui est la même chose , je multiplie par 2 l'expo- 
sant de chaque lettre ( 4o ) 5 j'extrais ensuite la ra- 
cine quarrée de cette même quantité , ou , ce qui 
revient au même, je multiplie l'exposant du radical 

par 2. Le premier radical sera donc \/ a A b*' 

Je multiplie en second lieu l'exposant de chaque 
lettre du second radical par 3 ; je multiplie aussi 
par 3 l'exposant du radical (45) , et il deviendra 



6 



* * • 

Il est évident que les radicaux n'ont point 
changé de valeur , parce que les opérations qu'on 
a faites sur chacun d'eux, se détruisent réciproque- 
ment, ainsi pour réduire au même exposant les deux 

m n mn 

radicaux i/£ r c* et \/ x l y l > on écrira l/^C" > 

Ces mêmes réductions ont lieu sur les radicaux 
exprimés en nombres. Soit par exemple V~ho y 
qu'il s'agit de réduire à une expression plus simple 5 
on décomposera ce nombre en deux facteurs , 
tel qu'il y en ait un qui soit un quarré 5 on ex- 
traira la racine de ce lacteur , et on l'écrira hors 
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du radical. Ainsi 5o = 2 X 25 ; donc \fho—b\fa. 

3 3 3 

Par la même raison ✓48=5 V 6 x 8 = 2 t/6. 

De l'addition et soustraction des quantités 

radicales. 

48. L'addition et la soustraction de* radicaux se 
fait comme celle des autres quantités algébriques ; 
c'est-à-dire qu'on les ajout", en les écrivant tels 
qu'ils sont avec leurs signes, à côté des autres quan- 
tités algébriques, et pour les soustraire, on change 
les signes de ceux qui doivent être soustraits. 

Exemple* Pour l'adduîon on propose d'ajouter 
ensemble les polynômes suivans : 

%a % b— ^bf + ïbVVd 
5 bc*—'àa*b + 2b V c*d 
4ab* + 3m u n—2c'/g 3 f 

Somme réduite, 5a a £-f 4a£ â -f Zm*n+5b^^_^^ gf. 

Exemple pour la soustraction. 

De 3a*e— i2 % m^imVcd — 2 V~bx 

soustraire. za a e — c*m — 'ôm^/cd — 5[/cy 

1 1 

reste.... a ft è — 3* fl m+5ml/crf— zVTx+zV cy 
De la multiplication des quantités radicales. 

49. Si un des facteurs de la multiplication est une. 
quantité radicale , et l'autre une quantité rationnelle , 
on multipliera le coefficient du radical par la quan- 
tité rationnelle , en ayant égard aux signes , confor- - 
moment aux règles prescrites, et on laissera la quan- 
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tité sous le signe, telle qu'elle est. Ainsi oxx 2 \/~ac = 

GxV ac=y/ Zbacx* (46) — 5mx— Sn^b'c 

= + ibmnV b*c. 

Remarquez qu'on nomme coefficient du radical , 
la quantité littérale ou numérique qui se trouve de- 
vant le radical ; et lorsqu'il n'a pas de coefficient de- 
vant lui , il est censé avoir l'unité. 

Supposons en second lieu , que les deux facteurs 
de la multiplication soient des quantités radicales. 
Il faut distinguer deux cas ; le premier , lorsque 
les deux radicaux sont de même espèce , c'est-à- 
dire, tous les deux du même degré. Dans ce cas, 
après avoir multiplié les coefficient des deux ra- 
dicaux l'un par l'autre, on écrira le signe radical, 
et on multipliera les grandeurs sous le signe, l'une 

par l'autre. Ainsi 5^ r aX2V r b=6V r âb 

s * 

2 b i/ûcx4c \fab = 8 b c V a % bc... — 5mV a*n 

3 3 3 

X 272 V bm*— — 1 o mn \Z a % bm*n= — 1 o V a*bm 5 n\ 
(46). 

La raison de ces multiplications est évidente. i°. Il 
n'y a aucune difficulté pour le signe et pour les 
coefficiens du radical; ils doivent être soumis, par 
leur nature, à la même loi que les quantités ration- 
nelles; 2 0 . les quantités radicales doivent être mul- 
tipliées entr' elles, et rester soumises au radical : car 
le produit de deux radicaux de même espèce , ne 
peut qu'être égal à la racine pareille du produit des 

deux quantités. Ainsi [fa*X V~b* , doit être né- 
cessairement V^a 7 b\ En effet , \fa % = a 

V^6 a = b. Donc {/a % x Vb % = a b. Mais Va % b % 
est aussi ab (4a).- Donc Va*b % est le véritable 
produit de y/a* x t/4V 
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Le second cas a lieu lorsque les radicaux ne sont 

Iîas de même espèce. Il faut alors commencer par 
es ramener à la même espèce (47) ; car le produit 
ne peut être affecté que d'un radical : or , il n'y au- 
roit pas plus de raison de lui donner celui du multi- 
plicande que celui du multiplicateur 3 on ne pour- 
roit pas non plus lui en donner un composé, car 
chaque facteur sous le radical étant soumis au signe 
radical , auroir changé de valeur si le radical du pro- 
duit étoit différent de celui des facteurs. Ainsi, pour 

multiplier \/ a o P ar \/bc , on commencera par 

e e 6 3 

écrire \S a *b* X |/iV = V câtfà 3 by/f^ 

m n mn mn 

V a r b' X VlFd* — V-arb- X Vc" lk dF* = 



7TM 



V a nr b n$ c mk d mt . 

De la division des quantités radicales. 

5o. Pour procéder avec ordre, nous distingue- 
rons trois cas. Dans le premier, il s'agit de diviser 
une quantité rationnelle par une quantité radicale ; 
dans le second, on divise une quantité radicale par 
One quantité rationnelle ; dans le troisième , le divi- 
dende et le diviseur sont tous les deux des quantités 
radicales. 

Dans le premier et le second cas, la division ne 
peut que s'indiquer lorsque le radical n'a d'autre 
coefficient que l'unité ; mais si le radical est précédé 
d'un coefficient , on divisera, dans le premier cas, la 

Quantité rationnelle par le coefficient du radical , et 
ans le second , le coefficient du radical par la quan- 
tité rationnelle, en suivant les règles prescrite*; et 
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on écrira la quantité radicale telle qu'elle est su nu-* 
mérateurou au dénominateur. Ainsi , dans le premier 

cas 4 « b divisé par y fr c = — . . . 

V bc 
_ 40 

Sabc divisé par 2acv/tf* =-^=r 5a 5 by 

V br 



a 



a 

divisé par 3a*Z>j 3 v/5ôx* = ■* 

Dans le second cas , \/bm divisé par a = 



%ab*y fr c divisé par 4 a£ = 2 £ b % c m • * 

771 

5 a mB |/£ r c* divisé par 3 c?b = — - 

Il n'est pas inutile d'observer qu'en faisant passer 
sous le radical un facteur qui se trouve devant le ra- 
dical , ou réciproquement , la division peut souvent 
s'effectuer , ou du moins se simplifier. Par exemple , 

4 ai/ b u c divisé par aab= - — = 2 ifc<.* 

3b 1 



Dans le troisième cas , si le dividende et le diviseur 
n'étoient pas des quantités radicales de même es- 
pèce , il faudroit commencer par les y réduire. On 
divisera ensuite le coefficient du dividende par celui 
du diviseur; on écrira le radical commua au divi- 
dende et au diviseur 5 et à la suite du sign e radical , 
on écrira le quotient des quantités sous le signe , di- 
visée» les unes par les autres. Ainsi 4 a V^~ab divisé 
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par za\/ £ =2t/5... ^b % c\/^2 divisé par 3^v/^f 

= *b\/ // 'L 5xy{/^ divisé par 3a*v/&5 

3 

Par la même raison — divise + 

donne en réduisant les radicaux au même exposant 

« . 6 6 9 

— V a*tf à Aviser par y^^p = — \ X - 

2ax\/J^ à diviser par ^qy\/J u 

y k r uf 

- l'élévation aux puissances , et de V extraction 
des racines des quantités radicales. 

5l . Pour élever un radical à une puissance quel- 
conque , il faut commencer par élever le coefficient 
du radical à la puissance demandée ; on écrit ensuite 
le radical, et Ton multiplie l'exposant de chaque 
. lettre sous le signe , par l'exposant de la puissance 
désignée. Ainsi le quarré de \/~ = \/j~~ï==ax. . 

3 3 

Le quarré Wbc = 9 V> c a • • • • 

5 5 

Le quarré de — 8 y/ tfy, = + 64 ... 

Le cube de — 5\/^îp = — 27 /^ip. . . 

3^ 3 

1 2 l/ary = 1 6 y/tfoy » # 

Celle de— 3v/£v = + 8l V / P\ 



■c 36 . 



La puissance de l'ordre désigné par n de V~fFq< 
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52. L'extraction des racines étant l'inverse de* 
l'élévation aux puissances, il faudra suivre des règles 
opposées. On extraira donc d'abord la racine de- 
mandée du coefficient 3 on écrira le radical, et l'on 
divisera l'exposant de chaque lettre sous le signe, 
par celui de la r acine demandée. Ainsi, la racine 

quarrée de 9 Va 4 6 4 = 5 V ' a*b* la racine • 

3 3 

quarrée dô"l6v 7fP = i Vatf.** la racine cu- 
bique de Vc?b*c* a= Va*bc 3 ... La racine eu* 
1 4 4 

bique de — 3 V x'y* = — 2 fVjr. 

fit ( m s r * — 

La racine de l'ordre n de V 'x r z* = \/ » *< 



Lorsqu'on ne pourra pas extraire la racine exacte 
du coefficient, ni diviser exactement les exposans 
sous le signe par celui de la racine demandée , il fau- 
dra se contenter d'indiquer l'extraction. Ainsi , la ra- 
cine cubique de 3 VTrën = V% x \s * 

K m n 

53. Au lieu de diviser les exposans sous le radical 
par celui delà racine demandée, îl sera quelquefois 
plus commode de multiplier l'exposant du radical 
par celui de la racine ; car on sent bien que rendre 
l'exposant du radical plus grand , c'est réellement 
faire une extraction. Ainsi , dans le dernier exemple , 
je commence par faire passer le coefficient sous le 
radical , ce qui donne {/qm'n. Je multiplie l'ex- 
posant du radical ( qui est censé être 2 ) par 3 , 

et j'ai Vg/rcVz, qui est l'expression de la racine 
cubique de 3 V m a n. 

De même, dans l'exaltation, au lieu de multiplier 

les 
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les exposans sous le signe, par celui de la puissance 
demandée , on obtiendra le même résultat en divi- 
sant l'exposant du radical par celui de la puissance. 

8 

Par exemple , pour élever 3 V cfb 3 au quarré * 

on peut écrire 9 V a*b*. 

Si les quantités radicales étoient fractionnaires, 
les règles que nous venons de prescrire s'y applique- 
roient également, en y joignant celles qui concer- 
nent les fractions. 

X>es quantités radicales sous la forme d' exposans 

fractionnaires. 

54. Les quantités radicales peuvent être mises 
sous la forme de puissances fractionnaires : car 
V~b indique qu'il faut extraire la racine quarrée 

de b- 7 mars b % est cette même extraction efFec- 
tuée (42). Donc \Tb — b\ Par la même raison, 

yT x =x* .... \Tf= y \ . . . VxY=x y\, 

Va n b f =a "b m . 

_ : >.i 
Pour passer de la forme radicale à la puis- 
sance fractionnaire , il faut diviser V exposant de 
chaque lettre par celui du radical , et supprimer 

ensuite le radical. Ainsi V m*c= m 3 c 3 et récipro- 
quement pour passer de la puissance fraction- 
naire à la forme radicale , il faut écrire la quan- 
tité sous le radical telle qu'elle est , et donner à 
ce radical pour exposant le dénominateur' des 

exposans fractionnaires. Ainsi ab*~\/a*b*. 

O 
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Si le radical avoit un coefficient autre que Punité , 
on feroit passer ce coefficient sous le radical (46) , 
avant de changer la forme du radical. 

Il est souvent utile de mettre les radicaux sous la 
forme des puissances fractionnaires, parce que le 
calcul des radicaux par les exposans fractionnaires, 
est plus sim pleet plus facile à exécuter. Wal lis est le 
premier qui ait introduit ce changement dans l'al- 
gèbre , en sorte que , dans les deux séries sui- 
vantes , 

j 3 3 4 5 « m 

l/a. . . — i/o- • • \T** • • • • V a * • V % 

t 1 1 1 1 JL i 

a 7 .. a 5 *. a y \. a 4 ., a'.. a 6 .. o m -. 



%JV m ■ - - — — 

Chaque terme de la ligne inférieure est égal au 
terme correspondant de la ligne supérieure. 

Quiconque aura bien compris ce que nous avons 
dit sur les quantités radicales , et sur les différentes 
manières de les écrire , n'aura pas de peine à suivre la 
réduction suivante : 



J.3 - a . t i t î ,3,1 



il/2 



4 31 



4 



i a 



Toutes ces différentes combinaisons constituent 
le langage algébrique; et il est nécessaire de se les 
tendre bien familières. 
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De la formation des puissances des polynômes. 

55. Pour élever un polynôme à une puissance, 
il faut multiplier ce polynôme par lui-même , autant 
de fois, moins une, qu'il y a d'unités dans l'expo- 
sant de la puissance. Ainsi, pour élever au quarré le 
binôme a + b , il faut multiplier a + b par a + b. En 
effectuant la multiplication , on aura 

■ * 

a+b 
a + b 

• m 



a % + ab + ab + b % =a m + zab+b\ 

On remarquera dans ce produit que a* est le 

3 narré du premier terme de la racine 5 2 ab est le 
ouble produit du premier terme de la racine par le 
second , et b* est le quarré du second terme de la 
racine. Or , a+b peut représenter tous les binômes 
possibles : on peut donc conclure généralement que 
le quarré d'un binôme quelconque contient, i°. le 
quarré du premier terme de la racine ; 2 0 . deux fois 
le produit du premier terme de la racine par le se- 
cond ; 3°. le quarré du second terme de la racine. 

Prenons pour exemple le nombre 12 , qu'on peut 
décomposer en 1 o + 2 , ou 9 + 3 , ou 8 4- 4. Quel que 
soit le binôme qu'on choisisse pour représenter 1 2 , le 
premier nombre pourra être représenté par a , et le 
second par b. 8 + 4> P ar exemple, sera représenté 
par a + b, en faisant-^ = 8, £ = 4, et (8 + 4) a 
= 64+2X32 + 16= i44, quarré de 12. 

Ainsi, le quarré de 2 b x+3 cy~ib*x % + 12 bcxy 
+9**7*5 celui dex+ja==x' + ax+$a\ 

Si les termes de la racine sont, l'un positif et 
l'autre négatif, les deux termes de la puissance qui 

O2 
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contiennent les quarrés seront positifs, et le produit 
du double du premier par le second, sera négatif : 
ainsi (a — ^ a =a a — 2ab + b\ 

56. Pour élever a-\-b au cube, on commence 
par l'élever au quarré 5 on multiplie ensuite ce 
quarré par a + b> ce qui donne le cube. Ainsi 
(a + b) % = (a + b) (a + b) (a + b)= a 3 +3a*b + 
5 a b* + b 3 , où Ton voit que le cube d'un binôme con- 
tient quatre termes. i°. Le cube du premier terme 
de la racine , a 3 j 2 0 . trois fois le produit du quarré du 
premier terme par le second , 3 a 9 b ; 3°. trois fois le 
produit du premier terme par le quarré du second, 
r ôab*', 4°. lejcube du dernier terme, b 3 /Quant aux 
signes , ils sont tous positifs lorsque ceux de la racine 
sont positifs; ils sont tous négatifs lorsque tous ceux 
de la racine le sont ; et ils sont alternativement posi- 
tifs et négatifs , lorsque ceux de la racine sont l'un po- 
sitif et l'autre négatif. C'est une suite de la règle des 
signes dans la multiplication (16). 

Exemples. (a+ x) 3 = aï + Sa*'-)- 3a+ 1 

(a— i; 3 = o 3 — 3a* + 3a — 1. .. (ibx + Scy)* 
= %b V + *>(6px x . 3cjr)'+3(2bx. 9 cY) + 27 *V 
= 8 iV + 36 b*c xy + 54 b c*xy* + 17 c> 3 . 

Pour élever a*f b à la quatrième puissance , on 
multipliera le cube déjà obtenu par a-\-b , et il en 
résultera -, toute réduction faite , les cinq termes 
suiyans : 

(a = a 4 + 4 a 3 b+ 6 a>b> + 4 a b 3 + V. 

Pour élever a+b à la cinquième puissance, on 
multipliera les cinq termes précédens , formant la 
quatrième puissance par a + b, et l'on aura a 5 4- 5 a 4 b 
+ \oa 3 b*+\x>a i b 3 + 5ab>+b\ 

On obtiendroit de la même manière les autres 
puissances d'un binôme quelconque ; car ce que 
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nous disons du binôme a+b, s'applique également 
à tous les autres. 

Mais si, pour arriver à une puissance très-élevée, 
« falloit passer par toutes les puissances inférieures , 
on sent bien que le calcul seroit toujours fort long \ 
et souvent impraticable. Les géomètres du siècle 
dernier ont cherché à découvrir dans la formation 
des puissances une loi tixe et invariable , au moyen 
de laquelle on pût former les termes successifs 
dune puissance quelconque d un binôme, sans avoir 
besoin des puissances intermédiaires. Newton eut la 
gloire de la trouver; elle est généralement connue 
sous le nom de formule du binôme. Nous allons en 
présenter ici les résultats : nous donnerons ailleurs sa 
démonstration , lorsque nous aurons développé tous 
les principes d'analyse sur lesquels elle est appuyée. 

5j. Pour élever un binôme à une puissance quel- 
conque , il y a plusieurs règles à observer. i°. La 
règle des signes, 2°. celle des lettres et des expo- 
sans , 3°. celle des coefîiciens. • 

La règle des signes est que , si les deux termes du 
binôme sont positifs, tous les termes de la puissance 
seront positifs ; et si un terme de la racine est néga- 
tif, les termes de la puissance seront alternativement 
positifs et négatifs. 

La règle des lettres et des exposans est que cha- 
que terme de la puissance est le produit des deux 
termes du binôme affectés chacun d un exposant 

3ui varie à chaque terme. Dans le premier terme 
e la puissance , le premier terme delà racine a pour 
exposant l'exposant même de la puissance 3 et le se- 
cond terme de la racine a zéro pour exposant (2 1). 

Dans les termes suivans, l'exposant du premier 
terme de la racine diminue successivement d'une 
unité, jusqu'à ce qu'il devienne zéro, tandis que 
1 exposant du second terme de la racine augmente 

O 3 
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successivement d'une unité, jusqu'à ce qu'il devienne 
égal à celui de la puissance. Ainsi , pour élever a+b 
à la sixième puissance, on écrira (abstraction faite 
des coefficiéns) 

a'b° + c?b l +a*b'+a*èi'+a?b* + a i b 5 +a°b\ 

. * ■ 

On peut conclure de la loi des exposans , que , 
dans le développement d'une puissance du binôme , 
il y aura toujours un terme de plus qu'il n'y a d'uni- 
tés dans l'exposant de la puissance. 

La règle des coefficiéns étoit plus difficile à dé- 
montrer 5 et c'est précisément celle que Newton a 
découverte. Voici en quoi elle consiste. 

Pour trouver le coefficient d'un terme quelconque 
de la puissance proposée d'un binôme a 4* b> multi- 
pliez le coefficient du ternie précédent par l'expo- 
sant de a dans ce même terme s et divisez le pro- 
duit par le nombre qui marque le rang de ce 
terme précédent; le quotient sera toujours le 
coefficient cherché. 

Exemple. On demande le développement de la 
sixième puissance de a +b: on aura (a+b) s =a 9 
+ 6a 5 i+i5a*£ ft -f Wô 3 + 15 a»£ 4 +6a£ 5 + £ 6 , 
où l'on voit que le coefficient du quatrième terme, 
par exemple, est égal au coefficient du troisième, 
multiplié par l'exposant de a dans ce même terme , 

et divisé par 3 $ car 20 = 

3 

Ces règles sont générales, et ne souffrent aucune 
exception ; en sorte que pour élever a -f b à la puis- 
sance indéterminée n> on aura la formule générale 

(a + by = a n + »a— '*+ a * ~ % b% 
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n . n — i . n — 2 . n — 3 

+ --^ « 4 * f 

72.72 1.72 — 2.72—- 5.72— 4 «. . 

_ + pxi a 

et ainsi de suite , jusqu'au dernier terme , qui sera : 

n • n — 1 • n — 2 . 72 — 3 . 72 — 4» • • • 1 

— ■ — b n = b a » 

• 4: . J ......... /Z I . 72 

si r on veut appliquer cette formule à des cas par- 
ticuliers , il faudra donner à n des valeurs particu- 
lières, et continuer la formule jusqu'à ce qu'on 
trouve un coefficient égal à zéro, ce qui arrivera 
lorsqu'on aura un nombre de termes égal àn+i. 

Exemple, Soit n = 5. La formule générale 
deviendra : 

(a+by = a 5 + Sa*b+— a* *• + 5 ' 4 ' 3 a * V 
5.4.5.2 , 5. 4. 3. 2 . 1 7 . 

H ac 4 + — ■ < A 5 . 

2.3.4 T s.3.4.5 

En faisant la réduction (a + b) 5 =a 5 + 5a i b-\- 100*6* 
,+ ioa'b* + 5ab* + b\ 

Nous avons pris pour modèle le binôme a-f b y 
comme étant le plus simple de tous. Si l'on avoit un 
autre binôme plus compliqué , tel que 2 c x a -f 3 o* 2 ^, 
on représenteroit para, et S&jy par /), et 
l'on auroit cflr 1 + 3 rf> j 3 = ^2 c x*) 3 + 3 ( 2 c/J* 
X3 rfy + 3ra c 3 / + f 3 J 3 . Après cela , 
on développeroit chaque terme selon les règles or- 
dinaires de la multiplication. 

58. La formule du binôme que nous venons 
d'expliquer, sert non-seulement pour élever à une 
puissance quelconque un binôme donné , mais en- 
core pour extraire les racines des quantités qu'on 

peut mettre sous la forme du binôme : car il est dé- 

» • ... 

O 4 
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montré qu'elle a également lieu lorsque n est un 
nombre fractionnaire ; or les puissances fraction- 
naires désignent, des extractions de racines (54). Il 
est vrai que pour avoir la racine exacte , il faudroit 
prendre une infinité de termes dans le développe- 
ment de la formule , ce qui est impossible ; mais elle 
est d'un fréquent usage, lorsqu'on ne veut qu'une 
racine approchée , sur- tout si on a soin de rendre la 
série convergente, comme nous le verrons (126). 

Enfin , la même formule servira encore pour avoir 
le développement en séries des quantités fraction- 
naires, lorsque le dénominateur sera un binôme 
élevé à une puissance : car elle a lieu lorsque n a une? 
valeur négative; or, en pareil cas, l'expression est 
une fraction (20) (a). 

5g. Les mêmes lo.ix servent encore pour élever 
un trinôme, un quadrinome, en général un poly- 
nôme quelconque à une puissance donnée. Car soit, 
par exemple, le trinôme p + q + r, qu'on veut éle- 
ver au quarré. On supposera pour un moment que 
p + q est représenté par a, et l'on aura (a + r)* 
=a a + 2 a r+ Substituant à la place de a a sa va- 
leur p*-{-2pq+q*,et kla place de a celle/? -\-q, on 
aura (p'+q + r)*=p* + 2pq~\-q* + 2pr-\-2qr-{-r a $ 
ce qui nous apprend que le quarré d'un tri- 
nome est composé de six termes; savoir, du quarré 
de chaque terme de la racine , et du double produit 
de chaque terme par les deux autres. 

Si Ton avoit le quadrinome p+ç4-r+sh élever 

■ — ~ — * 

'(a) Toutes les propriétés du binôme ne doivent être re- 
gardées jusqu'à présent que comme des faits constatés par 
l'expérience et l'observation , elles ne deviendront pour nous 
des vérités mathématiques que lorsqu'elles auront été dé- 
montrées rigoureusement. 
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eu quarré, on îerohp + ç=a , et r+s=b;et les 
règles pour élever le quadrinome dépendroient de 
celles du binôme. On auroit (p + a + r+s)* = 
(a + by = a * + zab + b % =p* + 2pç + ç* + >2pr+ 
ips -f zç r -f vqs > r % + 2 r s + s%- c'est-à- dire que le 
quarre d'un quadrinome est composé de dix termes: 
savoir, du quarre de chaque terme de la racine, et 
du double produit de chaque terme par tous les 
autres. 

On voit par les détails dans lesquels nous sommes 
entrés, que la formule du binôme s'étend égale- 
ment aux puissances positives , négatives , entières 
et fractionnaires : elle sert aussi pour les trinômes , 
les quadrinomes, &c. comme pour les binômes : 
c'est ce qui la rend d'un usage si général dans toute 
l'analyse. Il importe de savoir l'appliquer à toutes 
sortes d'exemples. 

De V extraction des racines des polynômes. 

60. C'est dans la formation des puissances algé- 
briques que Ton apprend à trouver les racines. On 
sait , par exemple, que le quarré du binôme a + b 
est composé de trois termes de a* quarré de a, de 
zab double produit de a par b, et de £ a quarré de b. 
Donc pour extraire la racine quarrée de a* + 2 ab 
+ b*, je commence par extraire la racine quarrée du 
premier terme , elle est a ; je soustrais le quarré de a 
de la quantité proposée , il me reste 2 a b 4- b* -, mais 
je sais que 2 ab est le produit du double du premier 
terme déjà trouvé par le second, c'est-à-dire que 
2ab = 2axb : donc si je divise le second terme du 
quarré par sa, le quotient b fera connoître le se- 
cond termé de la racine. 

Si ce terme b est le véritable terme de la racine , 
son produit par 2 a+ b étant soustrait du reste de la 
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puissance, il ne doit rien rester. Or (2a+b)xfr 
— 2ab-\-b % : soustraction faite, il ne reste rien ^ 
donc a + b est la racine quarrée de a a + 2 a b ô\ 

Puisque les quarrés de tous les binômes sont for- 
més de la même manière, on peut poser la règle 
suivante pour l'extraction de leurs racines. 

Si la quantité proposée est un quarré parfait com- 
posé de trois termes, on est sûr qu'elle a un binôme 
pour racine. 

Si les trois termes composant le quarré sont po- 
sitifs , les deux termes de la racine seront tous posi-r 
tifs ou tous négatifs ; car le quarré de a -\-b est le 
môme que celui de — a — b (16). Mais si le second 
terme du quarré est négatif, un des termes de la ra- 
cine (n'importe lequel) sera négatif ; car a — b> 
et b — a > sont éjgalement la racine quarrée de 
« a — zab + b\ } 

Pour avoir le premier terme de la racine , pre- 
nez la racine du premier terme de la puissance ; 
élevez cette racine à son quarré ; retranchez ce 
quarré du premier terme de la puissance, il ne 
vous restera que deux termes. 

De ces deux termes > l'un sera le double produit 
du premier terme déjà trouvé par le second; 
Vautre sera le quarré du second. 

Pour trouver le second terme de la racine , di- 
visez le second terme de la puissance par le 
double du terme déjà trouvé , vous aurez pour 
quotient le second terme de la racine. Pour le vé- 
rifier y vous multiplierez ce second terme par le 
double du premier y plus par lui-même ; vous sous- 
trairez ce produit des deux termes qui vous res- 
toient de la puissance. Si après la soustraction 
il ne reste rien 3 l'opération est finie , et la racine 
sera exacte. 

a. * i - - . * _■ a S m » # ■ 
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Exemple. On demande la racine quarrée de 
qx* — iax*y* + ky G . 

i°. La racine quarrée de gx* est 3a;*î 

2 0 . Le double de 5x* est 6ar a ; 

3°. Le quotient de — la**^ 3 , P* r 
est — zy 3 5 

4°. 4 ^ 6 est le quarré de — 2 y 3 : 

Donc 5 or* — a y est la racine demandée. 

Nous allons écrire ici le détail du calcul. 

9 * 4 — 1 a x % y 3 4- 4y C5* ft — ^y*.... ' racine. 
9 * 4 (6 diviseur. 

o o 

Deuxième exemple. On demande la racine quar- 

, , a % x % abxy b % y* 
réede — — +— i + 



a a * a 



4*9 
a a * m aforjK £V* fax by 

— — [._^^ t y racine. 

û 9 ) 2 6 



4 — abxy by*fax diviseur. 



o 3 



Pour que la racine soit composée de trois termes, 
il faut que le quarré en contienne six (59). On opère 
sur les six termes , comme nous venons de le faire sur 
les trois de l'exemple , parce que le quarré d'un tri- 
nome se compose de la même manière que celui 
d'un binôme. 

Exemple. Soit a 4 — 2a % x*+x*-"xa % y % +zx % y % +y*, 
dont on cherche la racine quarrée : 

a { — 2a % x*+x* — 2ay* + 2x*y*+y* ( . , â 

o *"Hr~r~ + fl ay— a <r*— indivis. 

000 faa a — 2JC 4 . 2 e divis. 
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La racine du premier ternie est a* dont le quarré 
est # 4 . Après l'avoir soustrait de la quantité donnée y 
on a pour reste les cinq termes suivans. Le premier 
terme de la racine est a*. 

Pour trouver le second , je divise le second terme 
delà puissance par le double de a*; le quotient est 
— x % , qui, multiplié par 2 c? — ar a , donne — za*x* 
+ # 4 - Je soustrais ce produit des termes restans de la 
puissance 5 il détruit les deux premiers. 

Pour trouver le troisième terme de la racine, je di- 
vise les termes restans par z(a % — x % )\ le quotient est 
— ^*.Jelemultiplieparlediviseur,pluspat'lui-même, 
c'est-à-dire par sa* — zx*—y* : je soustrais le pro- 
duit des termes restans de la puissance 5 et comme 
tout se détruit , j'en conclus que la racine exacte de 
la puissance proposée est a 9 — ~x*— y*. 

'Exemple second. On demande la racine quarrée 
de/7 4 — 4p 3 + 8/>-f 4. ■ 

*pi r r Vp* — 2 p — 2 . • . racine 

o + 4p 3 — 4p r J2p a i er diviseur. 

— 4p ft + 8p + 4^ 2 4 P * e diviseiir - 
_+ 4^—8/?— 4 
000 

. - . * 

6l . Remarque. Quand nous avons annoncé que le 
quarré d'un trinôme devoit contenir six termes , nou9 
avons entendu un trinôme composé de la manière la 
plus générale, c'est-à-dire) dont chaque terme 
est composé de lettres différentes. Lorsqu'il se 
trouve des termes composés de la même lettre , il 
peut en résulter dans la formation du quarré des 
termes qui s'ajoutent où se détruisent, comme dans 
le dernier exemple* 
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En rapprochant la méthode que nous avons suivie 
en arithmétique (112), pour extraire les racines 
quarrées des nombres, de celle que nous venons 
d'expliquer pour les quantités algébriques, on verra 
facilement que c'est la même, à quelques différences 
près, provenant du mélange que les nombres éprou- 
vent dans la composition du quarré : au lieu que 
dans les quantités algébriques les termes restent sé- 
parés jusqu a la fin du calcul. Par exemple, 43 peut 
se mettre sous la forme du binôme 4o + 5, et son 

Îuarré sera 1 600 + 2^0 + 9 = 1 84g : mais dans cette 
ernière expression, on ne retrouve plus les trois 
termes séparés comme dans la première. 

Parla même raison, 469 peut prendre la forme du 
trinôme 4oo -f 60 + g,et son quarré sera composé des 
six termes suivans , 160000 -f 2. 24ooo -f 36oo+ 
2 ,36oo + 2 . 54o + 81 = 21 996 1 . Cette dernière ex- 
pression ne présente plus séparément les six termes 
qui se sont confondus 5 et pour les retrouver en arith- 
métique , on observe de quelle manière ils se confon- 
dent dans la formation des quarrés 5 on sépare ces 
termes par des virgules, et on suit pour tout le reste 
les mêmes règles que pour les quantités algé- 
briques. 

On voit ici que l'algèbre simplifie , en les généra- 
lisant , les raisonnemens que nous avons été obligés 
de faire en arithmétique, pour démontrer les règles 
de l'extraction des racines. Nous aurons occasion de 
faire sentir fréquemment cette supériorité de l'algè- 
bre sur Tarithmétique. 

62. Pour extraire une racine cubique, il faut sa- 
voir comment se composent les cubes. Or, la for- 
mation des puissances nous apprend (56) que le cube 
d'un binôme est composé de quatre termes 5 savoir : 
i Q . du cube du premier terme de la racine 5 2 0 . du 
triple produit du quarré du premier terme par le se- 
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cond; 3°. du triple produit du premier terme par le 
quarré du second $ 4°. du cube du second. 

Donc, 1°. pour que la racine cubique soit un bi- 
nôme, il faut que la puissance soit composée de 
quatre termes. 

2°. Si tous les termes de la puissance sont positifs, 
ceux de la racine le seront aussi 5 si tous ceux de la 
puissance sont négatifs, tous ceux de la racine se- 
ront négatifs ; et si ceux de la puissance sont alterna- 
tivement positifs et négatifs , ceux de la racine se- 
ront alternativement positifs et négatifs. 

3°. Pour avoir le premier terme de la racine , on 
extraira la racine cubique du premier terme de la 

Euissance ; on élèvera cette racine au cube , pour 
l soustraire de la puissance proposée. 
Le premier des trois termes restans est composé 
du triple du quarré du terme déjà trouvé, multiplié 
par celui qu'on cherche. Donc si on divise le second 
terme de la puissance par trois fois le quarré du pre- 
mier terme de la racine , le quotient donnera le se- 
cond terme de la racine, 

4\ Pour s'assurer que ce quotient est exact , il 
faudra que trois fois le quarré au premier par le se- 
cond , plus trois fois le premier par le quarré du se- 
cond, plus le cube du second, puissent être soustraits 
des trois derniers termes sans reste. 

En réfléchissant attentivement sur la composition 
du cube , on verra facilement que les trois termes 
dont nous venons de parler, plus le premier terme 
déjà détruit par la première opération, forment le 
cube des deux termes déjà trouvés à la racine ; et si 
la racine est composée de trois termes , le cube de 
ce trinôme doit se trouver dans les termes de la puis- 
sance. C'est pourquoi , après avoir trouvé un nou- 
veau terme à la racine, on élèvera toute la racine au 
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cube , et on le soustraira de toute la puissance , sans 
avoir égard aux soustractions déjà faites. 

Exemple. On demande la racine cubique de 
8 a 3 — 1 2 a % x -f (3a x* - s* . 

Je me contente d'écrire le détail , qu'il sera très- 
aisé de suivre , d'après tout ce que nous venons de 
dire. 

8a 3 — i2a'x + 6a#* — x 3 C la — x*. racine. 

jj a (. 12 c? . . . . diviseur, 

o +i 2a* x — 6ax* + * 3 

O O O 

L'extraction de la racine cubique des nombres 
repose sur les mêmes principes que celle des quan- 
tités, algébriques. En effet, quelje que soit la ra- 
cine numérique, elle pourra toujours être repré- 
sentée par a + b , et son cube sera représenté 
par a 3 + 3 a*b + 3 a b* + b 3 . 

Soit 42 dont on demande la troisième puissance ; 
je puis décomposer cette racine en 4o + 2, et son 
cube sera 64ooo + 3.32oo + 3. 160-1-8 = 74088. 

Pareillement la racine 842 pourra se décomposer 
en 840 + 2, et son cube sera (84o-f-2) 3 =(84o) 3 
+ 3(84o) a .2 + 3 . 84o . 2* + 2 3 = 596947688. 

On appliqueroit littéralement à l'extraction cu- 
bique des nombres, les règles prescrites pour les 
quantités algébriques, si les différentes parties dont 
est composé le cube d'un nombre ne se confon- 
doient pas dans l'expression numérique. Il faut donc 
apprendre à les reconnoître , et à distinguer les 
rangs dans lesquels elles doivent se trouver. Il faut 
d'abord connoître les cubes des nombres d'un seul 
chiffre : on les trouve dans la seconde ligne de la 
table ci-dessous : 

Racines 1.2.3.4.5 • 6 • 7 . 8 • g 
Cubes i,8. 27. 64. 125 . 216 . 343 . 5i2 . 729. 
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On remarquera qu'un nombre ne peut avoir à 
son cube plus que le triple du nombre de ses chif- 
fres : car q, qui est le plus grand de tous les nom- 
bres simples, n'en a que trois ; et 99 , le plus grand 
des nombres composés de deux chiffres, n'en a que 
six ; et ainsi des autres. 

Cela posé, soitle nombre 74088 donton demande 
la racine cubique. On partagera ce nombre en tran- 
ches de trois chiffres chacune, en allant de droite à 
gauche 5 on extraira la racine cubique du plus grand 
cube contenu dans la première tranche 74 ; cette ra- 
cine est 4, dont le cube est 64 : on retranchera 64 
de 74 ; il reste 10 : j'abaisse la seconde tranche 088 
à côté de 10; j'élève 4 a son quarré, ou plutôt 4o, 
parce que ce sont quatre dixaines ; j'ai 1600 que je 
triple =4800. Je divise 10088 par 4800, ou , ce 
qui revient au même , je divise 1 00 par 48 ; le quo- 
tient est 2. Avant d'écrire ce quotient à la racine, 
je le multiplie par 3(4o) a =4& 00 5 ^ e produit est 
9600 , que j'écris à part ; j'élève le 2 à son quarré ; 
je multiplie ce quarré par trois fois 4o; j'écris le 
produit 48o au-dessous de 9600 ; enfin , j'élève 2 au 
cube; j'ajoute ce cube avec les autres sommes, les 
trois réunies donnent 1 0088 : donc la soustraction est 
possible ; et parce qu'il ne reste rien , j'en conclus que 
la racine cubique de 74088 est 4^. 

Nous allons présenter ici le détail du calcul. 

74,088 \42 racine. 



-^4- )3.(4o) ft = 48oo diviseur. 
10,088 1 
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Après avoir trouvé le second chiffre de la racine, 
il eût été plus simple d'élever au cube les deux 
chiffres déjà trouvés , et de retrancher ce cube des 
deux premières tranches. 

Le reste , quand il y en a un , joint à la tranche sui- 
vante , formera le troisième membre de division. On 
élèvera ensuite au cube les trois chiffres de la racine, 
et on soustraira ce cube des trois premières tranches 
de Ja racine , sans égard aux soustractions déjà 
faites : on continuera ainsi jusqu'à ce qu'on soit par- 
venu à la dernière tranche , et qu'on ait trouvé la 
dernier chiffre de la racine. 

De V extraction des racines d'un degré quelconque* 

63. La formule du binôme nous apprencf que 
(a+ b) m =a m + m a m ~ x b + &c. Donc pour repasser 
de la puissance à la racine, il faudra , i°. extraire la 
racine proposée du premier terme de la puissance. 
Ce premier terme est a m ; or la racine m de a m est 

m 

a m == a (42). 2°, Il faudra diviser le second terme 
de la puissance par le premier terme de la racine , 
élevé à une puissance moindre d'un degré que la 
racine proposée, et multiplié par l'exposant môme 
de la racine ; car le second terme de la puissance est 
m a m ~ y b : or il est visible que ce terme divisé par 
ma m ~ x donne pour quotient b , second terme de la 
racine. Cette règle est générale et ne souffre aucune 
exception : il est aisé de voir que les règles prescrites 
pour l'extraction des racines quarrées et cubiques , 
en sont des cas particuliers. Appliquons ces règles à 
l'extraction de la racine cinquième de lii^Sôy. 

J'observe d'abord que le plus petit nombre com- 
posé de deux chiffres, c'est-à-dire, 10, a six chiffres 
à sa cinquième puissance , qui est iooopo, d'où il 
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suit que la racine cinquième du nombre proposé , a 
au moins deux chiffres. On pourra donc la représen- 
ter par a + b, a représentant les dixaines , et b les uni- 
tés : or (a + b) 5 —a 5 + b -f .... ; donc pour trouver 
le premier chiffre de la racine , il faudra chercher 
Ja valeur de a. Or, la cinquième puissance des 
dixaines ne pouvant pas contenir des dixaines de 
mille , la valeur de a ne peut pas se trouver sur les 
cinq derniers chiffres : je sépare donc ces cinq 
chiffres , et , s'il en restoit plus de cinq à gauche , je 
ferpis à leur égard le même raisonnement , et je sé- 
parerais ainsi le nombre proposé en tranches de cinq 
chiffres chacune , en allant de droite à gauche. La 
{Jernlère de ces tranches vers la gauche contiendra 
la cinquième puissance du premier chiffre de la ^ 
racine. 

Je dis donc :1a plus 1 4, 19857 1 1 7 rac. 

grande cinquième ~ C5. i 4 = 5. . . div. 

puissance contenue ; g5 

dans 1 4 est 1 , dont ' 
la racme est 1. i élevé à la cinquième puissance , 
donne 1 ; soustrait de 14 , reste i3 : à côté f abaisse 
la tranche suivante , et je remarque que le produit 
des unités de la racine par la quatrième puissance 
des dixaines , ne descend pas au-dessous des dixaines 
de mille, donc la valeur de ba*b doit se trouver 
dans les trois chiffres i5i , c'est-à-dire dans le reste 
que Ton a eu après la première opération , aug- 
menté du premier chiffre de la tranche que Ton a . 
abaissée. Je divise donc i3i par 5. i 4 =5. Le quo- 
tient donne 7 , que j'écris à la racine : j élève 17 à 
la cinquièmé puissance ; je soustrais cette cinquième 
puissance du nombre donné ; il ne reste rien après 
la soustraction , donc 17 est la racine exacte. 

Nous terminerons ici ce que nous avons à dire sur 
l'extraction des racines $ i°. parce qu'on n'a ijamai* 
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besoin, dans les questions élémentaires , de l'extrac- 
tion cubique, et des degrés supérieurs; 2°. parce 
que , quand on en a besoin , on les extrait avec une 
grande facilité , par le moyen des logarithme* 
(Arith. 177). 

Méthode d'approximation pour V extraction des, 
racines oVun degré quelconque. 

• .... 

64. Lorsque les quantités dont on se propose 
d'extraire la racine , ne sont pas des puissances 
exactes , on ne p eut avoir les racines que par approxi- 
mation. La formule du binôme est d'une grande uti- 
lité pour cela. 

Si on demandoit , par exemple , la racine quarrée 

de a* + x, on écriroit (a* -f *)* (54). Or, la formule 
du binôme a lieu pour les puissances fractionnaires 
comme pour les entières ; il suffira donc de substituer 
à 1 à la place de a , x à la place de b , et ~ à la place 
de n , dans la formule générale (57). On aura, après 
avoir fait la réduction, 

a* + x) .^a+___+-_ --^4 



2. a 8 a 3 16 a 5 128 a 7 2S6 

Si on avoit à extraire la racine de a* — x> le ré- 
sultat seroit le même, aux signes près, qui seroient 
constamment négatifs , à commencer du second 
terme. 

Pour que ces séries puissent être de quelque utilité, 
il faut , i°. qu'elles soient convergentes(25): or elles 
le deviendront lorsqu'on aura a> x. 2 0 . Il faut qu'elles 
convergent le plus rapidement possible, parce qu'a- 
lors on a une approximation suffisante, en ne calcu- 
lant que les deux ou trois premiers termes de la série. 
Pour faire l'application de ces formules, cher- 

P 2 
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chons la racine, approchée de 101. Le plus grand 
quarré contenu dans 101, est 100... Soit donc 

a a r=ioo, et *™i , on aura ( 100+ 1 ) 2 ==io + ^ — 



* 1 1 » 

8ooo"T"lC.ooooo•••• 

La série est si convergente, qu on peut se borner 
aux trois premiers termes. En faisant la réduction, 
et convertissant la fraction en décimales , on a 

(100+ i) a = io,o4Q8. . . . En cherchant la même 
racine par les règles de l'arithmétique (Arith. 1 14) > 
on auroit trouvé exactement les mêmes décimales. 

Si on avoit à extraire la racine quarrée de 24 » on 
pourroit le décomposer en 164-85 mais il convien- 
dra encore mieux d'écrire 2S — 1 = a* — x , parce 
que la série sera beaucoup plus convergente. Il faut 
en général que le premier terme suit un quarré , et 
que la différence du premier au second, soit la plus 
grande possible. 

L'extraction par approximation de la racine cu- 
bique se fait en suivant le même procédé ; il n'y a de 
différence que dans la substitution de l'exposant. 
Pour avoir donc la racine cubique de a 3 +x , ou 

, . _ , A x x' bx 5 

écrira (a 3 + x) =a+~ s + oTTs- • • 

6 a* 9 a o\a 

Exemples. On demande la racine cubique de 65. 

On fera a 3 =64,x = i 5 et Ton aura, en ne prenant 

1 

que les trois premiers termes, (64+1)'= 4+7s 
— 737?" • • «qui se réduisent à 4,0207. .Si on élève 
cette racine au cube , on trouvera 64,9987 , qui ne 
diffère pas de 65 , de deux dix millièmes. 

On seroit parvenu à une semblable approxima- 
tion , en extrayant la racine cubique de 65 , soit par 
la méthode ordinaire de l'arithmétique, soit par la 
voie des logarithmes. 

On demande encore la racine cubique de 9. On 
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fera dans la formule a 3 = 8,x = i et n = ~ j et Von 

aura , en prenant les six premiers termes, C8-f 1 )* 

Y * 1 1 ^ 10 22 

2 + 4^~"4. 9 .8 + 4.i) a d* 4-9 3 .8 J+ 4.9^ 

, 9565 18 
=± 2 + — = 2,08008 . . . 
1 194J900 

De l'analyse ou de l'application de F Algèbre à 
la résolution des problèmes. 

65. L'arithmétique universelle dont nous nous 
occupons, est composée de deux parties : la pre- 
mière est celle qui apprend à faire les combinaisons 
et les calculs des quantités représentées par des 
signes généraux ; de manière que les quantités dont 
on ignore les valeurs numériques, puissent être com- 
binées avec la même facilité que les quantités repré- 
sentées par des nombres. Ses opérations ne suppo- 
sent que les propriétés générales de la quantité. 
Cette première partie dont nous venons d'expliquer 
les principes, s'appelle proprement algèbre , ou 
science du calcul. 

La seconde partie consiste à savoir faire usa^e 
de la méthode générale de calculer les propriétés 
de la grandeur , pour découvrir la valeur des quan- 
tités qu'on cherche par le moyen de celles qu'on 
connoît. Cette seconde partie se nomme analyse , 
*©u décomposition ; parce qu'en effet l'analyse est 
l'art d'acquérir des connoissances , en allant du 
connu à l ; inconnu, par une suite de raisonnement 
qui sont renfermés les uns dans les autres , et qu'il 
faut pour ainsi dire décomposer pour appercevoir 
leur liaison et leur rapport. 

66. L'analyse mathématique est proprement 
l'art de résoudre les problêmes. 

PS 
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Résoudre un problême, c'est chercher la valeur 
d'une ou de plusieurs quantités inconnues, par le 
moyen des rapports qu'elles ont avec les quantités 
connues. 

L'énoncé d'un problême à résoudre présente né* 
cessaîrement des rapports ou des conditions entre 
des quantités connues et des quantités inconnues. 
Ce sont ces rapports ou ces conditions qu'il s'agit de 
bien saisir dans l'énoncé de la question , pour les 
traduire en langage algébrique , et former ainsi les 
équations. 

Toute formule qui exprime algébriquement l'éga- 
lité de deux grandeurs , s'appelle généralement 
équation : c'est la double expression de la même 
quantité séparée par le signe d'égalité , comme dans 

cet exemple ûx4=&+4"' ^ es termes 9 U1 sont à 
gauche du signe d'égalité , forment le premier 
membre de l'équation; ceux qui sont à droite for- 
ment le second membre. 

Former une équation , c'est exprimer algébrique- 
ment à quelles conditions les rapports assignés sont 
égaux. Par exemple, qu'on propose cette question: 
Deux personnes ont ensemble /s ans^la plus âgée a 
cinq fois autant d'âge que la plus jeune ; quel est 
l'âge de la seconde ? Si on saisit bien le sens de la 
question , on verra qu'il énonce, i°. le rapport qu'il 
y a entre l'âge de la première et l'âge de la seconde : 
ce rapport est celui de5:i. 2°. On y verra cette 
condition à remplir , que cinq fois l'âge de la pre- 
mière y plus l'âge de la seconde , font y% ans. 

Pour traduire cette condition en langage algé- 
brique, on représentera l'âge de la seconde par »/ 
donc l'âge de la première sera représenté par 5 x : 
or les deux âges doivent égaler 72 ans ; donc 5 x + x 
= 72. Voilà l'équation formée. 

Dans l'exemple ci-dessus, et dans plusieurs autres 
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de même nature , les rapports de la quantité in- 
connue avec les quantités connues se présentent na- 
turellement; et il n'est pas difficile de les saisir dans 
l'énoncé de la question. Mais il n'en est pas ainsi dans 
tous les problèmes; les rapports sont quelquefois si 
compliqués , qu'ils ne peuvent être apperçus facile- 
ment que parles esprits les plus exercés. Ni livres ni 
maîtres ne peuvent suppléer à cette sagacité natu- 
relle qui constitue le génie du calculateur : il faut 
cependant convenir qu'elle se développe et se for^ 
tifie par l'habitude et la pratique du calcul 

On ne peut donc pas assigner de règles générales 
pour former l'équation d'un problème : chaque 
équation différente demande un raisonnement diffé- 
rent. Tout ce qu'on peut dire de plus précis, c'est 
de traiter également les quantités connues et les 
inconnues et de combiner celles - ci avec les pre- 
mières delà me me manière que si,lesconnoissant r 
on vouloit vérifier si elles remplissent les condi- 
tions du problème. 

Lorsque l'énoncé d'un problême renferme plu- 
sieurs quantités inconnues, il faut former plusieurs 
équations pour les résoudre; et en général , il faut 
toujours autant d'équations qu'il y a d'inconnues. 

Si l'énoncé de la question présente assez de rap- 
ports pour former autant d'équations que d'incon- 
nues, le problême est déterminé. 

Si l'énoncé de la question ne présente pas asses? 
de rapports pour former autant d'équations que 
d'inconnues , le problème est indéterminé. 

Le degré d'une équation est toujours déterminé 
par celui de. la plus haute puissance des inconnues 
qu'elle renferme. Ainsi dans une équation du pre- 
mier degré, l'inconnue, ou, les inconnues , ne sau-r 
roient aller au-delà du premier degré, commedans 
la suivante ax-\-by — m. 

P4 
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Une équation du second degré est celle où une 
des inconnues au moins monte à la seconde puis- 
sance, ou contient le produit de deux inconnues > 
comme dans la suivante ax*+bxy+cjr*=m. 

Une équation du troisième degré est celle qui 
contient un terme où l'inconnue est élevée à la troi- 
sième puissance > ou est le produit de deux inconnues 
dont la somme des exposans est 3. . . 

Il en est dé* même des équations des degrés supé- 
rieurs, a 

L'algèbre n'a été long-temps destinée qu'à ré- 
soudre des équations numériques : toutes les quan- 
tités connues étoient représentées par des nombres ; 
mais pour que toutes les équations fussent autant de 
formules générales, propres à résoudre toutes les 
questions semblables , on a substitué des lettres aux 
nombres (43) 5 et pour distinguer les quantités con- 
nues, qu'on appelle aussi les données du problème, 
des quantités inconnues, on a coutume de re- 
présenter les données par les premières lettres 
0,'4 f <?••• &c., et les inconnues par les dernières 

x >y> s...&c. 

De la résolution des équations déterminées. 

67. Quand une fois on est parvenu à former 
l'équation d'un problême, et à la réduire à la forme 
la plus simple qu'elle puisse avoir, en la débarras- 
sant de tous les facteurs inutiles , il ne reste plus qu'à 
la résoudre, c'est-à-dire, à faire en sorte que l'in- 
connue se trouve toute seule dans un membre , et 
que l'autre membre ne soit composé que des quan- 
tités connues. Quand on est parvenu à ce point , la 
première cesse d'être inconnue, puisqu'on fa trouve 
égale à des quantités connues. On parvient généra- 
lement à ce but par le moyen du principe suivant. 



t 



DE MATHÉMATIQUES. 2 33 

Si à des grandeurs égales on ajoute des quantités 
égales, ou si de grandeurs égales on retranche des 
quantités égales , les sommes ou les différences 
sont égales. 

Si on multiplie , ou si on divise des grandeurs 
égales par une même quantité, les produits ou le 
quotient seront égaux. 

68. Si j'ai une équation de cette forme x — a—m y 
ou x-\-a — m , je puis , dans le premier cas , ajou- 
ter a au premier membre : il deviendra x — a + a y 
ou tout simplement x ; mais pour conserver l'égalité 
entre les deux membres, il faudra ajouter +a au 
second : il deviendra m + a; donc l'équation pre- 
mière prendra la forme sui vante, # = -fa; c'est- 
à-dire que la quantité connue a disparoîtra du pre- 
mier membre , et passera dans le second avec un 
signe contraire. 

Dans le second cas, si je retranche a du premier 
membre , il ne restera plus que x; mais pour con- 
server l'égalité , il faudra le retrancher du second 
membre ; c'est-à-dire qu'il faudra l'écrire avec un 
signe négatif: donc la seconde équation prendra la 
forme suivante, x~ m — a, où l'on voit que a dispa- 
roîtra du premier membre , et se trouvera dans le 
second avec un signe contraire. 

Concluons donc généralement que pour faire 
passer une quantité , positive ou négative , d'un 
membre dans un autre , il faut P effacer dans le 
membre ou elle se trouve , et l'écrire dans l'autre 
avec un signe contraire. 

Exemple. Soit l'équation ix + a — b = m + x. 
Elle deviendra ix — x — m — a + boux=m — a 
+ b; donc x sera déterminée. 

n • eue J rrt . • ■ • 

09. Si j ai 1 équation ->- + - = — , je puis multi- 

b c n . .* w 
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plier les deux membres de l'équation par le produit 
des trois dénominateurs , sans détruire l'égalité r 
j'aurai, en faisant la réduction, a c n x -f; b fn~b c m y 
où l'on voit que l'équation est délivrée de ses frac- 
tions. Donc pour faire évanouir les dénominateurs 
d'une équation , il faut multiplier tous les termes 
des deux membres par le produit des dénomina- 
teurs de toutes les fractions, et faire les réduc- 
tions convenables. 

ax ex 

, C'est ainsi que l'équation — — — = m — n de- 
vient a d x — bcx ~bdm — bdn. 

70. Après avoir fait évanouir les deux dénomina- 
teurs, avoir rassemblé tous les termes multipliés par 
l'inconnue dans le premier membre , et les terme* 
connus dans le second , l'équation finale sera de 
cette forme m x = a b + p r. On dégagera x de son 
coefficient, en divisant les deux membres de 1 equa- 

a b +p r 

tion par m , et Ton aura x = — : donc pour 

dégager l'inconnue de son coefficient , on divise 
touteféçuationparcecoeffîcient.Préscntonstoutes 

ces règles réunies dans le même exemple. 

ax p x 

7 1 . Soit l'équation — + /ra— n— — -f r . 

Je commence par faire évanouir les deux frac- 
tions (69)5 j'ai afx+bmq~bnq = bpx + bqr: 
je fais passer tous tes termes contenant des x dans le 
premier membre , et tous les termes connus dans le 
second (6») 5 j?ai (aq — bp) x = bqr — bmq+ 
bnq; )e dégage x de son coefficient (70) , et j ai 

bqr — bmq-\-bnq 

x — , 

aq — op 

On voit par tout ce que nous venons de dire , que > 
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-pour résoudre une équation du premier degré à une 
inconnue, on n'a besoin que des quatre premières 
règles de l'algèbre , de l'addition , de la soustraction , 
de la multiplication et de la division. 

Nous allons appliquer toutes ces règles à la solu- 
tion de quelques problêmes. 

72. Problème premier. Une personne a acheté 
deux mètres de drap de différentes qualités ; le 
mètre de la première qualité coûte 4 fr. de plus que 
celui de la seconde; la somme des deux, multipliée 
par 8, fait 160 : on demande le prix du mètre de 
chaque qualité ? 

Solution. Si on connoissoit le prix du mètre de la 
première qualité, celui de la seconde seroit aussi 
connu , puisqu'il est égal à celui de la première di- 
minué de 4 fr. Soit donc représenté par x le prix de 
la première qualité , x — 4 représentera celui de la 
secondera somme des deux sera 2 x — 4, laquelle, 
multipliée par 8 , doit égaler 1 60 : donc (ix — 4)8 
= 160. . . .voilà l'équation formée. Elle n'est que 
la traduction en langage algébrique , des rapports 
énoncés dans le problême. Pour s'en convaincre , 
nous allons écrire les deux versions dans deux co- 
lonnes , afin qu'on puisse les comparer plus faci- 
lement. 

Enoncé de la question. Traduction algébrique. 



Le prix du mètre de 
la première qualité est 
inconnu 

Le prix de la seconde 
qualité est moindre de 
4 fr. que celui de la pre- 



, . x. 
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La somme des deux 7 
multipliée par 8, fait 1 60. • • (2x — 4)8= 160,. 

ou 16 x — 32 = 160. 

Pour résoudre cette équation , je fais passer le 32 
dans le second membre; j'ai i6x=i6o^-3z=ig2 1 
je dégage x de son coefficient , j'ai x =■ 1 ~=i?. : 
donc le mètre de la première qualité a coûté 1 2 fr. > 
et par conséquent celui de la seconde a coûté 8 fr. 

Pour vérifier ces nombres , il faut voir s'ils satis- 
font aux conditions duproblême. Or on trouve effec- 
tivement que (ia-|-8)x8=i6o j donc, &c. 

Dans l'équation (zx — 4)8=i6o, on pourroit 
faire évanouir d'abord le facteur 8 , en divisant toute 
l'équation par 8 5 le calcul en eût été plus simple 5 
c'est même une attention qu'il faut avoir , et qui fait 
un des principaux avantages du calcul, en le débar- 
rassant des facteurs inutiles , à mesure qu'ils se pré- 
sentent. 

Dans les problêmes suivans , nous supprimerons 
une partie du détail dans lequel nous sommes entrés, 
et qu'il est très-aisé de suppléer. 

73. Problème second. Un propriétaire a dis- 
tribué 140 fr. à 21 ouvriers ; une partie a été payée 
à raison de 6 fr. par chaque ouvrier, l'autre partie à 
raison de 8 fr. ; ne pourroit -on pas savoir combien 
d'ouvriers ont été payés à 6 fr., et combien ont été 
payés à 8 fr. ? 

Solution. 
Enoncé de la question. Traduction algébrique* 

* • 

Le nombre d'ouvriers 
payés à 6 fr. est inconnu. • . • . =x. 

Le nombre d'ouvriers 
payés à 8 fr. est 21 , di- 
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Tninué du nombre de 
•ceux qui ont été payés à 
6 fr. •••••••• •• 2 1 x . 

L'argent donné aux 
premiers est 6 fr. multi- 
pliés par le nombre d'ou- 
vriers qui les ont reçus = 6xx. 

L'argent donné aux 
seconds est 8 fr. multi- 
pliés par le nombre d'ou- 
vriers qui les ont reçus.. • =8x(2i~x) 
. Les deux sommes réu- 
nies font i4o fr. . . . 6^ + 8x(qi — .r) = ilo. 

L'équation étant ainsi formée, on a 6#-f-i68 
— 8x = i4o, ou 168 — ix= i4o : faisant passer 
, i4o dans le premier membre , et — 2x dans le se- 
cond, 168 — i4o=2#, ou 28 = 20:, et x = i£: 
donc il y a voit 14 ouvriers payés à raison de 6 fr., et 
par conséquent 7 ouvriers payés à raison de 8 fr. 

En effet , 6 fr. multipliés par 14, font 84 fr. , et 
8 fr. multipliés par 7, font 56 fr. : or 84 + 56 = i4o. 

7^. Problème troisième. On demande à une 
personne quel est son âge 5 elle répond, si vous en 
prenez la moitié plus le tiers , et que vous v ajou- 
tiez 6, vous aurez mon âge. Ces données «uffisent- 
, elles pour le trouver ? 

Solution. 
Enoncé de la question. Traduction algébrique? 

L'âge est inconnu x. 

La moitié de cet âge, 
plus le tiers de cet âge, 
plus 6 , font une somme x x 
égaie à l'âge lui-même. . . — h ^ + 6 = x. 
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Je fais évanouir les deux fractions (69), j'ai 3x+ix 
56 — 6x, et 36 = 6 x — 6x = x ; donc l'âge de- 
mandé est 36 ans. En effet, la moitié de 36, plus le 
tiers, plus 6 font 36. 

j5. Problème quatrième. Un bassin reçoit de 
l'eau par trois canaux ; le premier , s'il couloit seul , 
rempliroit le bassin en 10 heures , le second le rem- 
pliroit en 5 heures , le troisième en 4 heures 5 on sup- 
pose encore qu'il y ait une soupape de fond qui vide- 
roit le canal en 20 heures : on demande combien de 
temps il faudra pour que le bassin soit plein , les trois 
canaux et la soupape coulant ensemble ? N 

* * 

Solution. 
Enoncé de là question. Traduction algébrique. 

* 

1 

Le nombre d'heures 
nécessaires pour que le 
bassin se remplisse est 

inconnu =x. 

Le premier canal four- 
nit par heure ~ de la 
quantité d'eau nécessaire 
pour remplir le bassin : 
donc il fournira en tota- 
lité répété autant de 



10 



fois qu'il coulera d'heu- x 
res • • • • r 

• 

Le second fournit par 
heure donc pendant 
le nombre d'heures in- x 
connu , il fournira 

Le troisième fournit 
par heure ^ 5 donc pen- 
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dantle nombre d'heures 
inconnu, il fournira., 



x 

ï 



x 

20' 



xxx 



La soupape dépense 
par heure ^5 donc elle 
laisse échapper du canal 
pendant le même nom- 
bre d'heures. ...» 

L'eau fournie par les 
trois canaux, diminuée 
de celle que la soupape 
laisse échapper dans le 
même temps, doit rem- 
plir le bassin ~~"r*i + - — = 1. 

10 0 4 20 

Réduisant toutes les fraptions au même dénomi- 
nateur 20 , et faisant évanouir ce dénominateur , on 
aura, en réduisant 2 x -{-kx-{-5x — x=2o,et . . iojt? 
= 20 , ou x = 2 : donc le bassin se remplira en deux 
heures. 

En effet > le premier canal fournira en deux heures 
— . ., le second fournira dans le même temps -, 
le troisième fournira | : donc les trois fourniront 
|-f- J == ~ ; mais la soupape dépense en deux heures 
TS = 7ô> donc il restera 

76. Problème cinquième. Un marchand a une 
somme dont il dépense la première année 1 00 fr. , et 
augmente le reste d'un tiers 5 la seconde année il dé- 
pense encore 100 fr., et augmente le reste d'un 
tiers 5 la troisième année il dépense encore 100 fr. , 
et augmente le reste du tiers ; après ces années il se 
trouve deux fois plus riche qu'au commencement ; 
on demande quelle somme i! avoit ? 
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Solution. 
Etat de la question. Traduction algébrique. 

Le bien du marchand 
est inconnu x. 

A la fin de la première 
année , son bien a dimi- 
nué de 100 fr. 5 il est 

donc x — 100 « 

Le reste augmenté du x—ioo 
tiers, sera • • • a?— 100+ - 

t±x — 4oo 

= 3 
A la fin de la seconde 
année, le bien diminue 4^ 4 0O 

encore de 100 fr 5 1 00 

o 

ix — 700 

• — ________ 

- 3 . ' 
Lereste augmente d'un ^ x — ?00 ^ x — - 0 o 

tiers ~ I Z 

o 9 

1 6 X' — 2800 

A la -fin de la troisième 
année, le bien a diminué ,5^ — 0800 
deioofiv; . . ■ 100 

16 x — 5700 



9 

Le reste augmente du x %x-^ -5joo i ôx — 0700 

lers " 9 + 

*G4 x — 14800 

*" 27 ' * 



Le 
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.» 

Le marchand est deux 64x— i48oo 

Fois plus riche =2ar. 

r 27 

Donc 64x — 14800 = 54^; faisant passeples x 

dans le premier membre, et le terme connu dans le 

second, 64 x — 54^= *48oo; ou iox= i48oo... 

eta? = i48o : donc le bien du marchand étoit de 

i48ofr. 

77. Problème sixième. On fait partir de Fon- 
tainebleau pour Lyon un courrier qui fait 3 myria- 
mètres en deux heures ; deux heures après il en part 
un second de Paris, qui fait deux myriamètres par 
heure ; la distance de Paris à Fontainebleau est de 7 
myriamètres : on demande quel chemin doit faire le 
courrier qui part de Paris pour atteindre le courrier 
parti de Fontainebleau ? 

• 

Solution. 

Enoncé de la question. Traduction algébrique. 

Le chemin que doit faire 

le courrier est inconnu *. 

Le chemin fait par le 
courrier de Paris , est au 
chemin fait par le cour- 
rier de Fontainebleau , 
dans le même temps, 
comme la vitesse du pre- 
mier est à la vitesse du g 3^ 

second a rjrss-^-- 

2 4 

Dans les 2 heures que 
le courrier a d'avance , 
il fera 3 myriamètres = 3 

L'espace parcouru par 

Q 
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le premier courrier , lors- 
qu'il aura atteint le se-, 
cond , parcourra un es- 
pace égal, i°. à la dis- 
tance de Paris à Fon- 
tainebleau 5 -2°. aux trois 
myriamètres parcourus 
par le second ; 3°. au 
chemin que celui-ci par- 
courra dans letemps que 3 r 
celui de Paris parcourra x x = 7 + 3 + — 

Cette équation résolue , donne 4x = 4° + ^ ar > 
donc x= 4o. Donc le courrier de Paris atteindra 
celui de Fontainebleau , après avoir parcouru 40 
myriamètres. 

78. Dans les problêmes que nous avons résolus 
jusqu'ici , nous ne nous sommes attachés qu'aux 
cas particuliers que présente l'énoncé de chacun 
d'eux 5 mais on conçoit qu'il y en a une infinité 
d'autres qui ne difFèrent de ceux-ci que par les 
quantités connues. 

Pour ne pas recommencer les calculs toutes les 
fois qu'on considère de nouveaux nombres , on a 
cherché à exprimer le résultat final d'une manière 
indépendante de leur valeur. Pour cela, on a repré- 
senté les nombres donnés par des caractères indé- 
terminés , qui puissent représenter également tous 
les nombres particuliers. Par exemple , le dernier 
problême pourroit s'énoncer ainsi : 

Deux courriers partent de divers lieux et en dif- 
férens temps. La distance qui les sépare avant le dé- 
part , est représentée par a. Le premier courrier 
a parcouru un chemin représenté par b ; lorsque 
le second se met en marche , leurs vitesses respec-- 
tives sont entr'elles comme les deux nombres mi n. 
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On demande à quelle distance le second atteindra 
le premier? 

En faisant ici le même raisonnement que pour le 

cas particulier que nous avons résolu , on aura 

m _ n (a b) 

x=a -f b -| x. Donc x = — . 

n n — » m 

Cette expression générale contient tous les cas 
particuliers , quelles qucsoient les valeurs numé- 
riques que Ton assigne aux lettres a,b 9 m, n. 
Elle peut même s'étendre au cas où les courriers 
iroient à la rencontre l'un de l'autre , en observant 
que , dans ce cas , l'espace représenté par b seroit 
négatif, ainsi que la vitesse m du premier courrier, 
parce que ces deux expressions sont prises dans un 
sens opposé à la vitesse du second, et à l'es- 

♦•i ^ j u fa — b) n 
pace qu il parcourt 5 donc on auroit x = — . 

Pour comprendre les deux expressions dans une 

. (azàzb)n 
seule , on écrira x = —* 

Ces formules générales, dont la précédente n'est 
qu'un exemple très-simple , sont un des plus grands 
avantages de l'algèbre , parce que toutes les fois 
qu'un problême rentre dans les formulés, il est 
sur-le-champ résolu , et l'on n'a pas besoin de re- 
commencer les raisonnemens souvent compliqués 
qui les ont fait découvrir. 

De la résolution des problèmes à plusieurs 

inconnues. 



7g. Les problèmes à plusieurs inconnues de- 
mandent autant d'équations qu'il y a d'inconnues, 
pour être résolus. L'énoncé de la question doit 
fournir les conditions nécessaires pour former les 
équations j il ne s'agit que de savoir les saisir pour 
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les exprimer algébriquement. Ces équations servent 
à chasser ou à éliminer successivement toutes le» 
inconnues , moins une. On parvient ainsi à une 
équation finale , qui ne contient plus qu'une in- 
connue , et qui se résout comme nous l'avons 
expliqué (67 et suiv. ). 

Pour chasser ou pour .éliminer une inconnue, 
on prend la valeur d'une même inconnue dans 
deux équations différentes ; on égale ces deux va- 
leurs , et de-là résulte une équation qui contient 
une inconnue^ de moins. 

Exemple. Soient les deux équations générales 
du premier degré à deux inconnues ay + bx=zm 
cy 4- dx = n. 

m — b x . , 
La première donne y = 5 la seconde 

donne y = — . En égalant ces deux valeurs 

J c 

m — b x n — dx , 
de r, on a = , oui on voitquey 

a disparu. Cette équation résolue , donnera la 
valeur de x 5 et celle-ci , une fois connue 3 ser- 
vira à faire connoîtrej. Appliquons cette méthode 
à un exemple. 

Partager le nombre 20 en deux parties, dont 
la plus grande surpasse la plus petite de 4. . . Soit 
représentée par x la plus grande partie , et la plus 
petite par/. 

Enoncé de la question. Traduction algébrique. 

Première condition. 
Les deux parties réunies 

fontso.. .....x +y = 2a. 

. Seconde conditionna. 
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plus grande surpasse la 

plus petite de 4 x — y = 4. 

La première équation donne x = 20 — y . . . La 
seconde donne x =y + 4 5 donc 2 o — y —y -f 4 , 
et 20 — 4 — 2 , ou 16 == 2 , et = 8. Après 
avoir trouvé la valeur de y , on trouvera celle 
de x\ en remontant à une des deux équations pri- 
mitives, à la première, par exemple, et mettant 
la valeur dey , on aura x = 20 — 8 = 12. 

Généralisons le problême selon que nous avons 
dit (78). L'énoncé de la question , présenté d'une 
manière générale, sera :. . . Partager un nombre 
donné a , en deux parties , dont la plus grande 
surpasse la plus petite d'une quantité connue b. 

En appliquant à ces deux caractères le même 
raisonnement que nous avons fait sur les nombres 
20 et 4 , nous aurons les mêmes équations que ci- 
dessus, en mettant a à la place de 20 , et h a 
la place de 4 , savoir x -\- y z=:a ,etx — ^ = £ . . . 
Donc x = a — y> et x = b + y Donc 

, a — b 
a — y ~ b + y et y = , on trouve en- 

a+b 

suite x— . 

2 

La même question auroitpu être énoncée d'une 
manière plus directe : Trouver deux nombres 
dont on connoit la somme a et la différence b. 

Les valeurs que nous avons trouvées pour x 
et y , nous apprennent que le plus grand des 
deux nombres est égal à la moitié de la somme 
des deux , plus à la moitié de la différence ; 
et le plus petit est égal à la moitié de la somme 
des deux , moins la demi-différence. 

C'est ainsi qu'en généralisant les questions , on 
parvient souvent à la découverte des propriétés 

Q 3 
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générales des nombres , c'est-à-dire à la connoîs- 
sance des propriétés des nombres qui ont lieu dans 
tous les cas semblables. 

80. La méthode que nous avons suivie pour 
éliminer une inconnue , est très-générale et très- 
simple 5 la suivante paroîtra peut-être plus élé- 
gante et plus commode. / 

Soient les deux équations générales ax + by=m... 
c x + dy = n , en multipliant tous les termes de 
la première équation par c , coefficient de x dans 
la seconde, elle devient acx-\-bcy = cm... 
En multipliant tous les termes de la seconde para, 
coefficient de x dans la première, elle devient 
acx + ady = an.... Si on retranche actuelle* 
ment la première de la seconde, ou la seconde delà 
premère, on aura acx — acx + ady — bcy=an — cm y 
ou ady — bcy = an — crri) équation qui ne 
contient pas x. 

Si le terme qu'on veut faire évanouir étoit 
positif dans une équation , et négatif dans l'autre , 
il faudroit ajouter les équations au lieu de les sous- 
traire. On peut donc établir la règle suivante pour 
l'élimination : Si le coefficient du terme que vous 
voulez faire évanouir , nest pas le même dans les 
deux équations y faites en sorte qu'il le devienne , 
en multipliant la première équation par le coef- 
ficient du terme qui doit s'évanouir dans la se- 
conde , et la seconde équation par le coefficient 
du terme qui doit s 9 évanouir dans la première : 
ajoutez ensemble y ou retranchez les deux équa-* 
tions 9 suivant que les termes qui doivent dis- 
paroitre auront le même signe , ou des signes 
différens. 

C'est en suivant cette règle , que nous avons 
fait évanouir x dans les deux équations générales. 
L'équation k laquelle nous sommes parvenus , donna 
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(ad — bc)y = an — cm. Faisant évanouir le 

coefficient de y, on a y = ^-~ — °~. Substituant 

J • ad—bc 

cette valeur dey dans une des deux équations géné- 
rales .on aura la valeur de x~~^- 

b c — ad 

Quand on a trouvé la valeur de y , il est plus 
simple de chercher celle de x , en reprenant les 
équations générales , et éliminant y comme on 
a éliminé 

8 1 . Problême septième. Une personne ades jetons 
dans 1 es deux mains; si elle en fait passer un de la droite 
dans la gauche , elle en aura un égal nombre dans cha- 
que main. Si au contraire, elle en fait passer un de 
la gauche dans la droite, elle en aura le double 
dans celle-ci. On demande combien de jetons elfe 
avoit d'abord dans chaque main ? 



Énoncé de la question. Traduction algébrique, 

Le nombre des jetons 
contenus dans chaque . . . Dans la droite . . x 
main est inconnu Dans la gauche .y 

Première condition. 
Si de la main droite on 
en fait passer un dans la 
gauche, il j en aura le 
même nombre dans cha- 
que main 1 -=:y -f i„ 

Seconde condition. Si 
de la main gauche on en 
fait passer un dans la 
droite , il y en aura le 

double dans celle-ci . ... ...... x + 1 =2y— 2* 

Je retranche la première équation de la seconde 

Q4 
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et les x disparoissent 2 =y — 3 , ou ô =y . . . La 
première donne x =y + 2 = 5 + 2 = 7. Donc 
cette personne avoit sept jetons dans la main 
droite , et cinq dans la gauche. Ces deux nombres 
satisfont aux conditions du problême. 

82. Problème huitième. Une personne a échan- 
gé 2000 fr. de mandats en numéraire métallique; une 

)>artie a été échangée au cours de 5 fr. 26 cent. p. £ ; 
a seconde partie au cours de 3 fr. 5 cent. p. f . Les 
deux sommes ont produit gi fr. On demande 
quelle somme a été échangée au premier cours , 
et quelle somme a été échangée au second ? 

Énonce de la question. Traduction algébrique* 

Première condition. 

Les deux sommes sont in- La i re x. 

connues La 3 e y, v 

Les deux sommes réu- 
nies font 2000 fr x +^==2000. 

Seconde conditionnes % e 5,25:r 

deux sommes produisent *P rod - a 5, 2b p. 
en numéraire 9 1 fr. 3 5^ 

^prod.à3,5p.£ — 

. 5,25 , 3,5y 
donc-^— x + -^=91. 
100 100 

ou 5,25x+3,5y=9ioo. 

Multipliant la première par le coefficient de y 

dans la seconde, et retranchant le produit de 

la seconde , on aura 1,75 x = 2100. Donc 

2100 Q 

x = = 1200. . . et y = 2000 — 1200 = 000. 

Donc la somme échangée au premier cours , est 
1200 fr. de mandats, et au second cours , 800 fr. 
Généralisons la question. Une personne a échangé 
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une somme de mandats , représentée par a en numé- 
raire; une partie a été échangée au cours de — du 

m 

capital ; l'autre partie , au cours de - du capital. 

n 

Les deux sommes ont produit en numéraire la 
somme représentée par b. On demande quelle 
somme a été échangée au premier cours et quelle 
somme a été échangée au second ? 

En raisonnant comme ci-dessus, nous formerons' 

X Y 

les deux équations x -{-y = a (-- = b. 

m n' 

Faisant évanouir les deux fractions nx +■ mjr~b.mn. 

Multipliant la première par n , et retranchant 

Je produit de la seconde, on aura {m — n)y 

N . n(bm — a) 

= n {b m — a ) ; donc = — - .... et 

m — n 

/bm — a\ /a — bn\ 

x = a — v = a — ni )= mi ). 

\ m — n / \ m — n J 

100 

Si Ton suppose £ — qi , a = 2000, m=— — -, 

0,20 

100 

n — 7— on aura le cas particulier que nous 

avons résolu ci-dessus. 

83. Problème neuvième. Une femme apporte des 
œufs au marché; elle a calculé qu'en les vendant 5 
pour3décimes , elle y perdoit un déc; elle les vend 
3 pour 2 déc. , et elle y gagne 1 déc. Combien 
avoit-elle porté d'œufs au marché , et combien lui 
coûtoient-ils ? 



Énoncé de la question. Traduction algébrique. 

Le nombre des œufs 
est inconnu = 



Digitized by Google 



25o LEÇONS ÉLÉMENTAIRES 

Le nombrede décimes 
qu'ils lui ont coûté est in- 
connu = y. 

Première condition. , _ _ _ , „ . 3jt 
Cequ'elle en retire enles a5p.3dec.elleenretire— 

vendant 5 pour 3 déc. , 3^ 

égale ce qu'ils lui coûtent Donc — —y — 1. s 

moins l. 0 

Seconde condition. Ce à 3p.2déc.elleen retire — 
qu'elle en retire en les 3 
vendant 3 pour 2 déc. , 2# 
égalecequ'ilslui coûtent Donc y + u 
plus 1. 

Je fais évanouir les fractions dans les deux équa- 
tions 3 x = by — 5 . . . 2 a; = 3j- -H 3. Je multiplie 
la première par 2 , et la seconde par 3. . . 6 x 
= 10 y — 10... 6x = g y 4* g. Donc îoy — 10 
= 0*^+0,... et y==iC). Substituant cette va- 
leur de y dans la première équation, on a 3^ 
= g5 — 5...a? = 3o. 

Donc cette femme avoït porté 3o œufsaumarchéy 
et ils lui coûtoient ig.décimes. 

De la résolution des problèmes â trois inconnues. 

84. Pour résoudre un problême à trois incon- 
nues , il faut que l'énoncé de la question four- 
nisse le moyen de former trois équations, exprimant 
chacune des conditions différentes. En comparant 
la première avec la seconde, on fera évanouir 
une des trois inconnues par une méthode semblable 
à celle que nous venons d'employer pour les équa- 
tions à deux inconnues. En comparant la première 
équation avec la troisième , ou la seconde avec 
la troisième , on fera évanouir la même inconnue. 
On n'aura plus que deux inconnues et deux équa- 
tions , auxquelles on appliquera littéralement tout 
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ce qui a été dit sur les problèmes à deux in- 
connues. 

Exemple. Soient les trois équations générales 
du premier degré, à trois inconnues 

ax + by +c z = p 

a'x + b' y + c'z = q 

d'x+b"y + c"z = r. 
En multipliant la première par c' , et la se* 
conde par c , et retranchant les produits l'un de 
l'autre , on aura l'équation suivante : 
(flc'-o'c)x + (bc' — b'c)y = pc' — qc, 
qui ne renferme plus z. En multipliant la pre- 
mière par c" , et la troisième par c, et retran- 
chant les produits , on aura 
( a c" — a"c)s+ (b c" — b"c)y =p c" — r c; 
laquelle ne contient pas z. Avec ces deux équa- 
tions on éliminera y , et Ton n'aura plus qu'une 
seule équation à résoudre , et une seule inconnue. 

85. Problème dixième. Trouver trois nombres 
dont on connoît la somme , en les prenant deux 
à deux. 

Énoncé de la question. Traduction algébrique. 

Les trois nombres pris i er x 

séparément , sont incon- 2 e y 

nus. 3 e z 

Conditions. heur s som- 
mes , deux à deux , sont x+y = a 

supposées connues jc+z =b 

y + z= c 

En retranchant la seconde de la première, on a 

y — z~a — b. 

Celle-ci , ajoutée à la troisième , donne a y = 

7 ~ ci — b+c 
c — b -f c 0 . Donc y = — — u 
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En retranchant la troisième de la première , on a 
x — z—a — c. 

Celle-ci, ajoutée à la seconde , donne 2 x = a 

a—c+b 

— c + b... Donc x = . 

2 

De l'équation z — x ~c — a, on tire , en subs- 

t> c — a 

tituant la valeur de x... z = . 

2 

Pour faire une application de ces formules , 
supposons que la somme des deux premiers soit 9 
ou a — 9 ; celle du premier et du troisième = 10 , 
ou b = 10 ; celle du second et du troisième = i3 , 
ouc = i3. On trouvera x = 3 >y =6 , z = j. 

86. Problème onzième. Trois personnes , que je 
désignerai par C , ont pris en commun des 

billets à la loterie. La mise de si ajoutée à la moitié 
des mises des deux autres, fait 17 fr. La mise 
de B ajoutée au tiers de celles des deux autres, 
est aussi 17 fr. La mise de C ajoutée au quart 
de celles des deux autres , fait encore 17 fr. On 
demande quelle est la mise de chacun ? 

Solution. 

Énoncé de la question. Traduction algébrique^ 

Les trois mises sont in- 
connues . i rt .x . . . 2 e . . .y. .3 e . ..z 

Première condition. t 
Lamisede^/,pluslamoi- 
tiédela misedesdeuxau- 
tres fait 17 fr. ( que nous 
représenterons par^) ... 

Seconde condition. La 
xnisedei? ajoutée au tiers 
delà sommedesmisesdes z 
deux autres fait aussi 17 f. . . . . jM = Ç- 
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Troisième condition. 
La mise de c, plus le 
quart de celle des deux x+y 

autres est encore 1 7 fr.. . . . . z + — — = ç(b). 

Faisant évanouir les fractions dans ces trois équa- 
tions , elles deviennent ix+y+z=2ç...3y + x + z 
= 3ç...£z + x+ y = bç. 

La première , retranchée de la seconde , donne 
iy — x=q (a). 

La troisième , retranchée de la première , mul- 
tipliée par 4 , donne jx-{-3y=£g. 

Multiplions ces deux dernières équations , la pre- 
mière par 3 , et la seconde par 2 , et retranchons 
le premier produit du second . . . 17 x = 5 g, et 

x = — =o.L équation (a) donne y=- = 

17 * 22 

= 1 1 .... L'équation (b) donne z=ij — 4=1 3. 

Donc la mise de A est de 5 fr. 5 celle de B , de 1 1 fr. 5 

celle de C,de i3 fr. 

87. Remarques. Partout ce que nous avons dit sur 
la résolution des équations du premier degré , on voit 
que la théorie et la pratique des équations, c'est-* 
à -dire la solution des questions par les équations, 
consiste, i°. à former autant d'équations qu'il y 
a de quantités inconnues; 2 0 . ces équations doivent 
être comparées et combinées entr'elles , jusqu'à 
ce qu'on arrive à une nouvelle équation qui ne 
renferme plus qu'une inconnue combinée, avec 
des quantités connues ; on peut regarder cette 
équation comme la dernière conclusion à laquelle 
on arrive dans la solution des problêmes > ou 
comme le moyen par lequel on parvient à la 
solution finale; 3°. les quatre premières règles de 
l'algèbre suffisent pour résoudre les équations du 
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voir dans l'article suivant : 

Résolution des équations du second degré. 

88. Toutes les fois que la traduction algébrique 
de l'énoncé d'une question renfermera le quarré 
de l'inconnue, le problême sera du second degré (66) , 
comme dans cet exemple : Trouver un nombre 
tel que la moitié de son quarré , plus le tiers 
du même quarré \ soit égal à 3o. Si nous appe- 
lons x ce nombre , son quarré sera x* 5 et la 
traduction algébrique de la question proposée, 



x> 



X 



1 



sera — 4- — = 3o. . . Faisant évanouir les frac- 
2 3 

tions, et réunissant les termes semblables 5x*=i8o 
ou x* = 36* Or il est évident que pour avoir la 
valeur de x dans cette équation , il faut extraire 
la racine quarrée des deux membres. La racine 
quarrée de x % est x , celle de 36 est 6 5 donc 
x = 6.. 

Toutes les équations semblables à la précédente, 
peuvent être comprises dans l'équation générale 

— = p , d'où Ton tire * a = 25 , et «s V/ 25 
m r a v a • 

Ainsi , pour résoudre les équations du second degré 
qui ne contiendront que le quarré de l'inconnue , il 
faudra suivre la règle suivante : 
, Faites en sorte que le quarré de l'inconnue 
se trouve seul , et sans autre coefficient que 
l'unité positive , dans un membre de V équation , 
et que Vautre membre ne soit composé que 
de quantités connues. Extrayez ensuite la ra- 
cine quarrée des deux membres. 
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Ces sortes de questions n'ont aucune difficulté , 
et il est inutile d'y insister davantage ; mais il 
arrive souvent que l'équation du second degré, 
outre le quarré de l'inconnue , contient encore 
l'inconnue linéaire , ou élevée à la première 
puissance. Alors l'équation est un peu plus com- 
pliquée , et demande , pour être résolue, quelques 
considérations générales sur la nature des quarrés , 
comme on le verra dans l'exemple suivant : 

89. Supposons qu'on se propose de trouver un 
nombre tel que si de trois fois ce nombre on 
retranche son quarré , le reste soit égal à 2. En 
nommant ce nombre x , 3 x en sera le triple ; 
son quarré sera a?*, et la traduction algébrique 
de la question proposée, sera 5 x — x*=2. 

Pour tirer la valeur de x de cette équation , 
on commencera par rendre le quarré de l'in- 
connue positif (40) , ce que l'on fait, en faisant 
passer tout le premier membre dans le second , 
et le second dans le premier; ou plus simplement , 
en changeant tous les signes de l'équation , le» 
positifs en négatifs , et les négatifs en positifs. On* 
aura x* — 5 x = — 2. Pour avoir la valeur de x ^ 
il faudra extraire la racine quarrée des deux 
membres de l'équation (88) ; et pour cela , il 
faudroit qu'ils fussent des quarrés parfaits. Or , 
le premier membre n'est ni le quarré d'un mo- 
nôme , ni le quarré d'un binôme (55). Il faut donc 
chercher à le rendre un quarré parfait. 

On sait que le quarré d'un binôme est égal au 
quarré du premier terme , plus au double produit 
du premier terme par le second , plus au quarré 
du second. En considérant donc x* comme le 
quarré du premier terme du binôme , et — 3 x 
comme étant égal au double produit de x par h* 
double du second, — \ $era le second terme. Il 
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suffit donc d'ajouter son quarré | aux deux mem- 
bres de l'équation précédente , pour rendre Je 
premier un quarré parfait. Cette équation devient 
ainsi x* — 3x + \ = \ — 2 ou ( x — | )» = 1. Ex- 
trayant la racine quarrée de chaque membre , 

on a f = ±Kj==fci et ar=|±f =a, 
"ou 1. 

On a donc pour x deux valeurs différentes , 
suivant qu'on prend le signe -J- ou le signe — 
du radical 5 et il est visible que chacune de ces 
valeurs satisfait également à la question pro- 
posée. 

On voit par là que les équations du second 
degré ont un caractère très-distinct dé celles du 
premier degré , dans lesquelles l'inconnue n'est 
susceptible que d'une valeur , tandis que dans 
celles du second degré, l'inconnue a nécessaire- 
ment deux valeurs , à cause du double signe qui 
précède les racines paires. 

Si dans l'équation proposée , on eût supposé 
r 6x — x* = 3 , en complétant le quarré , on au- 

roit eu x % — 3#-f f = 7 — 3, et x = J=fcl/ — l. 

= 1±Y V — 3... La quantité V — 3 est impos- 
sible ou imaginaire 5 car un nombre réel, positif 
ou négatif, ne peut avoir un nombre négatif pour 
quarré. Le problême qui conduit à de pareilles 
valeurs est impossible ; c'est-à-dire qu'il n'existe 
pas de nombre positif ou négatif, entier ou frac- 
tionnaire , tel que si de trois fois le nombre on 
retranche son quarré , le reste soit égal à 3. 

90. Elevons-nous maintenant à la considération 
la plus générale de l'équation du second degré. 
Quelle que soit cette équation , on pourra lui donner 
la forme suivante x*+px—zhç , ou x*dbpx=ïZ(f=o , 
en transposant tous les termes dans un seul membre ; 

en 



1 
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en effet, après avoir réuni tous les termes multi- 
pliés par x* en un seul terme , on pourra diviser 
toute l'équation par le coefficient de ce terme ; 
ainsi x* n'aura d'autre coefficient que l'unité. Quel 
que soit le coefficient de x, il pourra être représenté 
par z±ip 5 et enfin , la somme ou la différence des 

quantités connues sera représentée par ± q 

On aura donc résolu généralement toutes les équa- 
tions du second degré , quand on aura trouvé la 
résolution de la formule proposée. 

Il est d'abord évident que pour avoir la valeur 
de x y il faut extraire la racine quarrée de l'équa- 
tion proposée. Il faut , par conséquent , que le 
premier membre soit un quarré parfait. Il le de- 
viendra , en lui ajoutant le quarré de la moitié du 




îquation générale 
viendra donc x*zà=px+^-=^dtq , ou (xdc^py 

i 

— ±<7. Donc x==p:-±l/ — =fc<7 Le 

double signe qui affecte le radical , fait que x est 
susceptible de deux valeurs différentes : la première, 
en donnant au radical le signe + j la seconde , 
lorsqu'on le prend avec le signe — ; c'est-à-dire 

que Ton a *==e£-|- \f — zàzq x = - 



4 



-y/ 

Toutes les fois que la quantité q sera précédée 
du signe + , le radical affectera une quantté po- 
sitive qui , dans tous les cas particuliers renfermés 
dans la formule générale, se réduira à une quantité 

R 
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numérique déterminée. Si cette quantité est un 
quarré parfait , sa racine sera commensurable 5 si 
elle n'est pas un quarré parfait , la racine sera in- 
commensurable 5 on ne pourra l'avoir que par ap- 
proximation , mais elle sera réelle dans les deux cas. 

Si la quantité q est précédée du signe — , il peut 
en résulter trois cas : 

Le premier a lieu si la quantité q est plus petite 
que - p* ; alors après la réduction , la quantité sous 
le radical sera positive , et par conséquent , le ra- 
dical sera réel. 

Le second cas â lieu si la quantité q est égale 
à \ p* ; alors la quantité sous le radical devient zéro , 
et les deux valeurs de x sont égales. 

Le troisième cas a lieu lorsque la quantité q est 
plus grande que £ p* ; alors la quantité sous le 
radical est négative , et les deux racines de l'é- 
quation sont imaginaires. 

g 1 . Si on reprend les deux valeurs de x > et qu'on 
les multiplie entr'elles , on aura ^ x db J p+ 

\/ ^d± q y^±:{p-*\/ / IL m toafzfcp* 

zjz q = o. C'est-à-dire que toute équation du se- 
cond degré est le produit de deux facteurs du pre- 
mier degré , et qu'elle peut être misé sous la forme 
suivante.,., ( x — a ) ( x—*b ) — o t ou x ft — 
(a'+b)x + a & = o. Pour lors /> = dbCa-f b) .. . . 
q = dtza b. Or il est visible que cette équation peut 
être également satisfaite , par la supposition de 
x = a , et x = b j et c'est pour cette raison qu'un 
problème du second degré est susceptible de deux 
solutions différentes , parce c^ue toute équation du. 
second degré peut être considérée comme le pro- 
duit des deux équations du premier degré. 
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Les équations p = a + b , et q=a 6, nous ap- 
prennent encore que le coefficient du second terme 
est toujours égal à la somme des racines de letjua- 
. tion prise avec un signe contraire , et que le dernier 
terme est toujours égal au produit des mêmes racines. 

92. Problème premier. Partager le nombre 12 
en deux parties , telles que leur produit soit 35. 

Solution. 

» 

État de la question. Traduction algébrique . 

* ■ 

Une des deux parties 
est inconnue 4 . fc 4 x*=* 

La seconde partie égale 
1 2 , diminué de la pre- 
mière = 12 — x 

Les deux parties mul- 
tipliées font 35 .. . • . ( \a^-x) *=r 35 

ou 12 a? — 35. 

Rendons le quatre positif (4o). x* — nx^> — 55. 
Complétant le quarré (55). x % — 1 2x + 36=±— 354-56 
= 1. Extrayant la racine x — 6=±i . . . Donc 
6d=i=7 , ou 5. 

Si L'on prend 7 pour la valeur de x , on aura 5 
pour la valeur de 12 x ; et si l'on prend 5 pour 
la valeur de x , on aura 7 pour celle de 12— Et 
le produit de 7XÔ , est 35 é 

g3. Problème deuxième. Deux lumières , -dont 
une éclaire quatre fois plus que l'autre , étant sé- 
parées par un intervalle de trois mètre» , déter- 
miner sur la droite qui les joint , le point qu'elles 
éclairent également. 

Solution. 

On sait par les loix de l'optique , que les clartés 
répandues par un corps lumineux à différentes dis- 

R2 
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tances de ce corps , sont entr'elles en raison inverse 
desquarrésdecesdistancesjc'est-à-direquelemême- 
corps éclaire quatre fois moins lorsqu'on s'éloigne 
deux fois plus. 

i • •• 
Etat de la question. Traduction algébrique. 

La distance delà plus 
foible lumière à ce point 
est inconnue ........ x 

La distance de la plus 

forte lumière à ce point 

est égale à 3 mètres > di- 

minuée de la distance de 

ce même point à la plus 

foible lumière . % .-. ....... . — x 

L'intensitédelaplusfoi- - 

bîe lumière, divisée par • • - 

le quarré de la distance 

à ce point égale l'intensi- ( 

té de la plus forte divisée 

par le quarré de sa dis-- t • ^ 

tance à ce même point — — ~T* 

r x % (0—x) 

Faisant évanouir les* fractions, on a x" 1 -^ 2*=3 , 
d'où l'on tire, en complétant le quarré et extrayant 
la racine , x+ 1 = dcs. Donc x = i et * = — 3. 

La première valeur de x apprend que le point 
également éclairé par les deux lumières , est placé 
entr'elles , à la distance d'un mètre de la plus foible. 
La seconde valeur négative apprend ce que l'on 
~~iorer J * 1 1 . ■ .-it,';i ^yï^m uw 

nt éga 

placé 

plus foible , mais en sens contraire du premier j 
c'est-à-dire sur la ligne qui joint les deux lumières,. 
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prolongée du côté opposé à la plus forte. Il est 
visible que le point étant à trois mètres de dis- 
tance de la plus foible lumière , et à six mètres de 
distance de la plus forte , il est également éclairé 
par les deux. 

On voit par là que les valeurs négatives satisfont , 
comme les positives , aux problêmes ; mais qu'elles in- 
diquent, une direction opposée à celles qu'on consi- 
dère cômmepositives. Sil'on désigne par x la distance 
de la plus foiblelumière au point également éclairé, en 
prenant cette distance sur la droite qui joint les deux 
lumières prolongée du côté opposé à la plusforte ; 
3-f a;sera la distance de la plus forte lumière à ce point. 

1 1 

La condition du problême donnera — = 



(3+xf 

ce qui donne , après les réductions convenables, 
x — — 1 , et x = 3 , c'est-à-dire les mêmes ra- 
cines que ci-dessus , mais prises dans un sens con- 
traire , comme cela doit être ; parce que , pour 
former l'équation, on a supp*osé le côté des x positifs 
pris dans un sens opposé au premier , ce qui con- 
firme l'idée que nous avons donnée des quantités 
négatives (6). 

Supposons , comme ci-dessus , que x représente 
la distance de la plus forte lumière au point éclairé , 

fu-ise entre les deux lumières , dans la direction de 
a plus forte à la plus foible. 3 — x sera la distance 
de la plus foible au même point , et l'équation sera 

- = — Donc = 36 — zix-+ bx*> 



(5— x) n x* 

ou x* — 8 x= — 13 , complétant le quarré et ex- 
trayant la racine x = 4 2 • • • • * = a ou 6. Dans 
cette supposition , les deux racines sont positives , et 
leur valeur analogue aux précédentes , et telles 
qu'elles doivent être , d'après la supposition faite. 

R 3 
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Généralisons le problême , et supposons que l'in- 
tensité des deux lumières soit :: m : n. . . • m^> n 
a étant leur distance respective et x la distance de la 
plus foible au point cherché, on aura, comme ci- 
dessus , — m = - ■ m — - , onn(a — x)* = mx*, 
x* (a — x j 

ou même encore na % — a na x-\-nx % =mx % , ou 
na*= (m — n )ar % + 2anx. Divisant par (m — n) , 
complétant le quarré , et extrayant la racine 

sanzxzVn. m. a*\ a / — 

x~ — ( i = (nzxzv mn)- 

V m—n ' m—n 

Si nous supposons n = 1 , wi = 4 , a = 3, nous 
trouverons la solution du cas particulier que nous 
avons déjà résolu. 

Si m=n } une racine se présente sous la forme £ , 
c'est-à-dire indéterminée , mais en remontant à l'é- 
quation du second degré , on voit que les termes 
qui contiennent X* s'évaqoujssent , et l'équation à 
résoudre n'est plus quedu premier degré 3 sa racine 

est x = ce qui nous apprend que lorsque les deux 

lumières sont égales, le point également éclairé est 
pla cé au milieu de la droite qui les joint. La seconde ra- 
cine devient -*- ^ a/ * ,ou infinie$cequi nous apprend 

o 

qu'il n'existe pas de point sur le prolongement de la 
lumière la plus foible , qui soit également éclairé par 
les deux ; mais plus la distance augmentera , plus 
l'intensité de la lumière à cette distance approchera 
de l'égalité ; et ce ne seroit qu'à une distance infinie 
que les deux lumières projetteroiept une égale quan- 
tité de rayons lumineux : ce que l'on conçoit ai- 
sément. 

94. Problème troisième. Une personne a acheté 
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cîes agneaux quj lui ont coûté 6q fr. Si on lui en eût 
donné trois de plus pour le même prix , il les auroit 
eu un franc meilleur marché chacun. Quel est le 
nombre d'agneaux qu'il a achetés ? 

Solution. 

Énoncé de la question. Traduction algébrique. 

Lenombre des agneaux 
est inconnu x 

Si on en achète trois de 
plus,le nombre seraar + 3 x + 3. 

Le prix de chaque 
agneau estégal àla somme 
totale , divisée par le nom- 
bre des agneaux : il est g 0 
donc dans le premier cas — , 

60 

Et dans le second cas 

Ce dernier prix doit être 

plus petit que le premier g Q 

d'une unité , donc = 1 . 

*+3 x 

Faisant évanouir les fractions, et réduisant 
5x=iSo. Complétant le quarré, et extrayant la 
racine Ar-f-|==b~. Donc x=i2 , ou — 165 donc 
on avait acheté la agneaux, qui coûtèrent > par 
conséquent , 5 fr. chacun. 

Quoique la solution de l'équation ait donné deux 
valeurs pour x , il est évident que la nature des 
cas particuliers que nous examinons , exclut la se- 
conde , qui est négative , et qui ne peut satisfaire à 
l'état de la question dans le sensle plus direct. Cette 
seconde valeur deviendrait positive , et résoudrort 

R 4 
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directement le problême , si nous faisions un 
léger changement à l'énoncé de la question , 
et la première racine positive deviendroit à son tour 
négative; supposons , par exemple, que si on eût 
donné trois agneaux de moins pour le même prix , 
chacun eût coûté i fr. de plus. Cette condition tra- 
duite , donne h 1 = - , d'où l'on tire x* — 

x x — 5 

Z x = 180, et x — | = ±^j donc x= i5 , et 
x = — 12. 

On voit par -là que quand la valeur négative ne 

f>eut résoudre le problême dans le sens direct , elle 
e résout dans le sens indirect , ou pour mieux dire, 
elle donne la solution d'un autre problême qui a 
beaucoup d'analogie avec celui dont on s'occupe. 
Ce qui est une nouvelle prëuve de la richesse du 
langage algébrique , à la généralité duquel rien 
n'échappe. 

95. Problème quatrième. On demande deux 
nombres dont on connoît la somme et le produit. 

Solution. Soit un des deux nombres. • . y le 
second. . . soit p , la somme des deux nombres , 
et q le produit. . . 

Première condition. 
La somme des deux est 
égale à p . . . x +y=p. 

Seconde condition. Le 
produit des deux est égal 

à 9 x y = 9* 

Q 

La dernière donne. . .y = - La première 

x 

donne =p — x. Donc - ~p — x.. . ou q =px 

x 
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— x*. . • et x* — px 4- q = o. . . . c'est la formule 
générale des équations du second degré. Donc tous 
les problêmes de ce genre qu'on peut proposer , se 
réduisent toujours au précédent. 

96. La théorie des équations du second degré 
ne souffre aucune difficulté ; et l'on peut résoudre 
généralementtous les problèmes de ce genre , parce 
qu'il est toujours possible de compléter le quarré 
sans introduire de nouvelles difficultés dans le cal- 
cul. Cette théorie est aussi ancienne que celle des 
équations du premier degré ; on la trouve dans 
les ouvrages de Diophante; mais il a l'art d'arranger 
les conditions de manière à ne pas tomber dans 
une équation composée, c'est-à-dire qui con- 
tienne le quarré de l'inconnue , avec la première 
puissance. 

Il se propose, par exemple, le problême pré- 
cédent , qui contient la théorie générale des équa- 
tions du second degré 5 et voici comme il s'y prend 
pour le mettre en équation. La somme des deux 
nombres étant donnée, il en cherche la différence, 
et il prend cette différence pour l'inconnue. Il ex- 

!)rime ensuite le plus grand des deux nombres par 
a moitié de la somme , plus la moitié de la différence, 
et le plus petit par la moitié de la somme , moins la 
demi-différence (79) ; et il n'a qu'à satisfaire à l'autre 
condition , c'est-à-dire égaler leur produit au nom- 
bre donné q. . . Nommant la somme donnée p , la 
différence inconnue x , le plus grand nombre sera 

T) "4— X 

représenté par - , et le plus petit par' 



— ... 

2 2 



Egalant leur produit à q , on a — - — = q ou 

x*= p* — 4 q, et x = ± V p* — 4q... Donc le plus 
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grand des deux nombres sera - + j V p*— kq , et 

lepluspetit^ — ±Vp % — lq, . 

Dîophante résout encore quelques autres ques- 
tions du même genre , en employant à propos la 
somme ou ]a différence pour inconnue. Il par-» 
vient toujours à une équation dans laquelle il n'a 
pas besoin de compléter le quarré. La méthode gé- 
nérale que aoua ayons suivie nous dispense d'em- 
ployer celle de Dîophante ; mais il est bon de la 
cpnnoître , pour juger des progrès de l'analyse, et 
pour admirer le génie et l'adresse de son auteur ; 
nous allons les retrouver encore dans la question; 
vivante. 

Analyse indéterminée. 

_97 # Lorsque l'énoncé de la question qu'on se 
propose de résoudre',* ne présenté pas assez de 
conditions à traduire en langage algébrique , pour 
former autant d'équations qu'il y a de quantités in- 
connues, le problême est alors indéterminé , c'est-» 
à-diEe qu'il est susceptible d'un nombre infini de 
solutions différentes , parce que , dans ce cas , on ne 
peut jamais réduire les équations à une seule qui 
ne contienne qu'une inconnue. Tel est le problème 
suivant : Trouver deux ftombres dont la somme 
soit quadruple de leur différence. U est évident 
que si on représente les deux nombres par x ety , 
la condition énoncée dans le problème sera exprimée 
par l'équation suivante x+y — 4(x — y) ; et 
parce que l'énoncé de la question ne présente pas 
d'autre condition à remplir , on ne peut pas former 
d'autre équation entre les deux inconnues. La pré-, 
eédente se réduit à 5jr=*=3*. Si l'on veut conserver 
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au calcul toute sa généralité, il n'y a pas d'autre 
moyen de résoudre cette équation , que de donner 
une valeur arbitraire à une des inconnues, et déter- 
miner ensuite la valeur de l'autre inconnue par les 
règles ordinaires. 

Si l'on admet indéfiniment pour* et ^ des valeurs 
positives , négatives , entières ou fractionnaires , il 
est clair que ces sortes de problèmes sont suscep- 
tibles d'une infinité de solutions, mais si l'on ne veut 
que des solutions en nombres entiers positifs, le 
nombre en est ordinairement limité , et il est facile 
en général de le déterminer. 

Soit l'équation ax — by = zhc, laquelle renferme 
lasolutionde toutproblème indétermiué du premier 
degré. Je suppose les nombres a et b premiers entre 
eux 5 car s'ils avoient un facteur commun , il est 
visible qge l'équation ne sauroit subsister, à moins 
aue c lui-même ne fût divisible par ce facteur , et 
dans ce cas, on le feroit disparoître par la division. 

L'équation étant ainsi préparée , nous allons dé- 
montrer que si on connoît les plus petites valeurs 
de x et y, qui satisfont à l'équation en nombres en- 
tiers , les autres valeurs seront dans une progression 
arithmétique , dont la différence sera donnée pour 
les valeurs de x , par le coefficient de y , et pour les 
valeurs dey , parle coefficient de x. 

En efFet , supposons que p et g soient les plus 
petites valeurs de x et y , qui satisfont à l'équation ; 
on aura l'équation générale . . . ax z=byzkic , et 
l'éauation particulière ap = bazizç. Retranchant 
celle-ci de la première, on éliminera c, et l'on aura 

a y-> — a 

ax — ap==by — bq , ou - — Or, Q et b sont - 

b x—p 

des nombres premiers entr eux 5 donc la première 
fraction est réduite à ses moindres termes : et il est 9 
visible qu'on aura la solution la plus simple x en pre- 
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nant y — q = a , et x — p = b y mais comme une 
fraction demeure la môme en multipliant le numé- 
rateur et le dénominateur par le même nombre , il 
est visible qu'on pourra prendre aussi y — q=na y 
et x — p = nb y ou = q-\-na y etx = p-{-nb , 
71 étant un nombre quelconque qu'il faudra sup- 
poser entier , pour que x et y soient entiers. 

Si nous donnons à n toutes les valeurs successives 
des nombres naturels, en commençant par o, on 
aura les valeurs suivantes de x et y. 

x=p, p + b, p + zb, p-{-3b y p + fo. • • *p + nb. 
y=q, q-\-a<> q + ia, q-\-3a, q + ka. . . .q + na. 

Or 9 ces différentes solutions forment des progres- 
sions arithmétiques , dont la différence est b pour la 
première et a pour la seconde 5 il ne reste donc 
qu'à déterminer p et q y ce qui va faire l'objet des 
problêmes suivans. 

98. Problème premier. Trouver les plus pe- 
tites valeurs entières et positives de x et y y qui sa- 
tisfassent à l'équation 47 x = 68^ + 1 3. 

Solution. On mettra d'abord l'équation sous la 

forme suivante , x= — —, (1), effectuant la di- 

47 

, .fi aiy + 13 

vision autant que cela est possible.. ,x=±y + - 



>7 

Pour satisfaire à la condition que x et y soient des 

entiers, il faut nécessairement que — —, soit 

47 

un entier...; car un entier, plus une fraction, ne 
donneroient jamais un entier. 

Représentons ce dernier terme par la lettre ma- 

3 seule E , laquelle désignera une quantité indéter- 
inée , mais soumise à la condition qu'elle ait ua 
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2 1 y -J- 1 3 

entier : on aura donc l'équation - — =£ , ou 

47 

_ 5E— 13 
21^= 47-E — i3..*y=2£H (2) pétant 

un entier , il faut que la dernière expression frac- 
tionnaire soit un entier, que nous désignerons par E'i 

5E— 13 

on aura donc =E . • .et 5E=2iE f 4- i3 ; 

21 ' 

25' + 3 

donc E=Œ' + 2 + — g — (3). 

Pour que E soit un entier , il faut que — en 

5 

soit un , que nous désignerons par E"; donc Z£' + 3 
=5E"... et E'=5E"—5 (4). 

Or, dans cette dernière équation , on apperçoit 
facilement que la plus petite valeur qu'il faut donner 
à E", pour que E' soit un entier positif , est i...Dans 
ce cas, E'=2, remontantà l'équation (3), 2£==ii... 
l'équation (2) donne jt=2^ ; enfin l'équation (1) 
donne ar=35 5 donc 24 et 55 sont les deux plus pe- 
tites valeurs qu'on puisse donner à x et j^, pour sa- 
tisfaire à l'équation proposée. 

Remarque première. En considérant attentive- 
ment l'équation (1) , on voit que le problème n'au- 
roit pas de difficulté si le nombre i3 ne s'y trouvoit 
pas, ou si x n'avoit d'autre coefficient que l'unité. 
Par la méthode que nous avons suivie, on introduit 
successivement une nouvelle inconnue dans le cal- 
cul et une nouvelle équation , en sorte que le pro- 
blème reste toujours indéterminé : mais de cette ma- 
nière, le coefficient d'une des deux inconnues di- 
minue successivement , et ne peut pas manquer de 
devenir égal à 1 , comme dans l'équation (4). 

Remarque deuxième. Il est utile de remarquer 



270 LEÇONS ELEMENTAIRES 

que , pour transformer l'équation donnée en une 
autre dans laquelle une des inconnues n'ait qua 
l'unité pour coefficient, on a divisé dansréquation( 1) 
68 par 475 le quotient est 1 , avec un reste 21 : 
dans l'équation (2) , on a divisé 47 par 21 ; le quo- 
tient est 2 , avec un reste 5 : dans l'équation (3) , on a 
divisé 21 par 5 5 lequôtient ést 4, avec un reste 1 : or 
il est visibleque cette méthode est la même que celle 
qu'on emploie pour trouver le plus grand commun 
diviseur entre deux nombres donnés (2 7), et corn me, 
par la nature de la question , les deux nombres doi- 
vent être premiers entr'eux (97), il est clair qu'ils 
n'auront d'autre commun diviseur que l'unité, Don- 
nons encore un exemple. 

r 

» w * * 

99. Problême second. Trouver les plus petites 
valeurs entières et positives de x ety> qui satisfont 
à l'équation 835* = 2866^ — 7. 

Solution. En opérant comme dans le problême 

précédent, on a *=__J=? = 3 y +^^. 

Soit cette expression fractionnaire égale à un entierÊ; 

835K+7 „ ii3E+7 * 

donc y = — — — -=2E H — ; — - ... Cette der- 

001 oui 

' . 36 îE'— -7 
pière expression = E' ; donc E = — — = 3E' 

22 E' —* 7 

+ — — Soit cette dernière expression frac- 
n3 

tionnaire = donc E'== ' >5£ 't ? = 5E / '+ 

22 

SE" +7 , a . «>, **E"'*—n 
Par la même raison, Zl • — - — — 

22 3 

csjrJBT— . 2 -i — . . . On voit évidemment qu'en 
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supposant E'"t=z\ , la dernière fraction devient 

zéro, et J5 // =5...E , =a6... £=83, ^=192. . . 
#=669 : donc 192 et 65g sont les deux plus petites 
valeurs dey et x , qui satisfont à 1 équation donnée. 

Remarque troisième. Nous avons déjà remarqué 
que la méthode pour trouver les plus petites valeurs 
de y et ar, est la même que celle qu'on suit pour 
trouver le plus grand commun diviseur entre les 
deux coefliciens de x et y. Mais cette dernière a 
beaucoup de rapport avec celle des fractions con- 
tinues (34). Nous pouvons donc déduire la solution 
générale des équations indéterminées du premier 
degré, des propriétés connues de ces sortes de frac- 
tions. En effet , soit 1 équation générale ax=by±c y 
ou ax— by^zizc. Faisonsx =pc.j = q C) l'équa- 
tion deviendra ap — bq = dtzi 5 en sorte que celui 
qui saura résoudre celle-ci, saura aussi résoudre la 

première. Or, si on a la fraction simple - réduite à 

o 

la plus simple expression , et qu après lavoir con- 
vertie en fraction continue , on représente les frac- 
tions successives qui donnent par approximation la 

valeur de la fraction continue, par » . ? a 
, , , e m r> b* 

on a généralement ap^bq^dtzt (38); donc on peut 
regarder q et />, dans l'équation à résoudre, comme 
les deux termes de Pavant-dernière fraction approxi- 
mative, que l'on obtiendrait m réduisant | en frac- 
tion continue , q et p étant déterminés ; qu'on mul- 
tiplie 1 équation par c, on aura a cp-~bopz?=dhc. 
Cette équation étant retranchée de la proposée 
ax—byz=dszc y on aura a(x—pc)—b(y—qc)=o 
na y — qc 

**rt>~l^ï> X * ( ¥ X * X[ ' i donner a sur-le-champ 
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y=na + qc , x=nb +pc ,n étant un nombre entier 
positif ou négatif. 

Remarque quatrième. On peut regarder l'équa- 
tion ap — bq 1 , comme une équation de condi- 
tion qui doit toujours avoir lieu , pour que les coeffi- 
ciensaet& soient premiers entr'eux; etsiPéquationà 
résoudre étoit ax + by — -=bc, on feroit y= — z, 
ce qui changeroit Féquation en ax — bz=k.c. En 
retranchant l'équation de condition de celle-ci, on 
auroit, comme ci-dessus, a( x — pc ) — b( z — qc)=o 9 
ce qui donneroit z=na-\-qc , et par conséquent 
y= — na — qc , q devant être négatif : les valeurs 
de y seroient donc données par une progression dé- 
croissante, qui ne tarderoit pas à devenir négative 5 
et alors le nombre des solutions est limité. 

100. Problême troisième. Une personne doit 
à une autre 3i fr. , et n'a, pour la payer, que des 
piastres de 5 fr. ; celle-ci ne peut lui rendre que des 
écus de 6 fr. : on demande comment elles s'arrange- 
ront pour effectuer le paiement. 

Solution. La première donnera un nombre in- 
connu de piastres, et l'autre lui rendra un nombre 
inconnu d'écus de 6 fr. Soit x le nombre des piastres 
que la première donnera , y le nombre d'écus don- 
nés par la seconde 5 chaque piastre vaut 5 fr. ; donc 
le premier donnera 5 or, et l'autre lui rendra 6y; 
par cet arrangement, le premier aura payé 3i fr. : 
donc la traduction algébrique de l'énoncé de la 
question , sera 5x — 6y=3i. . . . Comparant cette 
équation avec la formule générale , on aura a=b y 
b~Ç> et c=3i. L'on déterminera p et q par l'équa- 
tion de condition ap — bq = — 1 , ce qui donne 
p~i...q=.\ : donc ona généralement x=6n — 3i... 
y— 5/z— 3i. La plus petite valeur qu'on puisse 
donner à h> pour que x et y soient des nombres en- 
tiers 



Digitized by 



'DE MATHÉMATIQUES*,- 2j3 

tiers positifs, est n— f\ on a alors y= 4 et x=i i $ 
donc on effectuera le paiement en donnant 1 1 pias- 
tres , et recevant en échange 4 écus de 6 fr. 

Les autres valeurs de x ety qui satisfont à l'équa- 
tion , sont données par deux progressions arithmé- 
tiques, qui vont à l'infini, et dont la différence est 6 
pour les valeurs de x, et 5 pour les valeurs de^'. 

Les valeurs de x seront 1 1 .. 17.. 23.. 29 ..35.. 4i..* 
Celles de y 4.. 9.. i4*. 19. .24. .29... 

101. Problème quatrième. Une fruitière a dans 
son panier 100 oranges de différentes qualités , sans 
savoir précisément le nombre de chaque espèce : 
elle se rappelle qu'en comptant celles de la première 
qualité par huitaine , il en restoit 7 ; et comptant 
celles de la seconde par dixaine , il en restoit encore ji 
combien en a-t-elle de chaque qualité ? 

Solution. Soit x le nombre d'oranges de la pre-* 
mière qualité , et y celles de la seconde... La pre- 
mière condition à remplir, est que la somme des 
deux qualités soit 100... donc x+y—>.oo i la se- 
conde , que le nombre d'oranges de la première 
qualité , divisé par 8 , donne un quotient inconnu z , 
plus 7... 011 x~ 8Z + 7... Par la même raison, y= 
+ 7 5 donc on a... 8-s-f- \ou-\- i4=ioo... ou %z 
-4- iow=86... Divisant tout par 2... 4*+ 5m=43. 

En comparant cette équation à l'équation générale, 
on trouve a=4. . . b=5^ c=43 , etp et q seront d onn és 
par l'équation 4/>— 5$r=x±i , ce qui donnera p=\ ... 
q=\ : donc on aura généralement z=5n — 43... 
u—i?) — 4/î... La plus petite valeur a donnée à n , 
pour que z et u soient des entiers positifs, est n—g > 
ce qui donne2=2...#=7; donc x~a3...y~jj. Le 
problême n'est susceptible que de cette solution ; 
parce que , si on donnoit une autre valeur à tz, u de- 
viendroit négatif. ■ 
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102. Problème cinquième. De combien de ma- 
nières pourroit-on faire 120 fr. en 120 pièces de 
3oo cent. , de 120 cent, et de 60 cent. ? 

Solution. Soit x le nombre de pièces de 3oo cent. 
(60 sous), ^lenombredespiècesde i2ocent. (24 s.), 
z le nombredespiècesde 60 cent. ( 1 2 s.). La première 
condition à remplir, est quelenombre total des pièces 
soit égal à 120 ; donc x+y + z=i2o... La seconde 
condition à remplir, est que la valeur de toutes ces 
piècessoit i2ofr., ou 1 2ooocent. :donc3oox-f- 1 ioy 
-r-6oz= 12000, ou, en divisant par 60, 5x + sty+z 
= 200. Retranchant la première équation de celle- 

ci, il reste... 4#-f jK=8o:donc #=20 ... La plus 

4 

petite valeur à donner à j/, pour que x soit un en- 
tier, est 4: on trouve ainsi ^=19... £=97. En éli- 
minant y des deux premières équations , on trouve 
z — 3ar = 4o. Cette équation, avec la précédente 
4x +y—8o , nous apprend que les valeurs de y vont 
en croissant de 4 > celles de x en diminuant de 1 , et 
celles de z en diminuant de 3. Il y aura donc en tout 
" 19 solutions en nombres entiers $ savoir: 

x~ 19. . 18. • 17. . 16. • i5. . 14 1. 

y= 4** 8« . 12. • 16. .20. .24 76. 

z = 97. .94. .91 . .88. .85. «82 43. 

103. Conclusion. Xa théorie des problêmes in- 
déterminés du premier degré , nous apprend qu'on 
peut satisfaire à ces sortes de questions d'un nombre 
infini de manières. On se contente ordinairement de 
chercher les solutions en nombres entiers positifs, 
et pour lors le nombre en est limité. Pour trou- 
ver toutes les solutions en nombres entiers posi- 
tifs, il suffit d'en connoître une, parce qu'il est dé- 
montré que toutes les autres sont données par de9 % 

• 
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progressions arithmétiques , dont la différence est 
connue. Enfin , la méthode employée pour trouver 
une solution , se réduit è satisfaire à une équation de 
condition, donnée par la théorie des fractions con- 
tinues. 

Le premier auteur qui ait donné un ouvrage sut* 
cette matière, est Diophante; aussi appelle-t-on ce 
genre d'analyse , analyse de Diophante : on en trouve 
les principes dans les Commentaires sur Diophante, 
par Bachet. Plusieurs géomètres célèbres du der- 
nier siècle s'en occupèrent avec succès 5 mais c'est 
principalement aux travaux d'Euler et de la Grange 
qu'elle doit la généralité, la perfection et l'élégance 
de ses procédés , comme on peut le voir dans le se- 
cond volume des Elémens d'algèbre d'Euler, où l'on 
trouvera une théorie complète de cette partie de 
l'algèbre. 

De la résolution des problêmes indéterminés du 

second degré. 

Io4. Toute équation du second degré , pour 
être résolue , demande une extraction des racines. 
Prenons donc l'équation la plus générale du second 
degré à deux inconnues, et nous aurons y* + bxy 
+ cx* + dy+fx+g=o y qu'on peut mettre sous la 
forme suivante y* + (bx + d)y= — ex* — fx — g. Si 
nous traitons y comme inconnue, et x comme quan- 
tité connue , nous aurons , après avoir complété le 

. , . /bx+d\ 
quarre, et extrait la racine, • .y— — ^ — - — j 

zk\f ( x + d \ — cx *^j x _g <j laquelle pourra 

se mettre sous la forme suivante , apr ès avoir fait les 

réductions convenables } y=*^4z±z\/ m+ p x + qx % * 
Pour avoir la valeur dey en quantités rationnelles, 

Sa 
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il faut trouver les valeurs rationnelles de x qui peu- 
vent rendre rationnel ce radical. 

Soit V m+px + çx*—*' On aura z ft — m = çx* 



■ ■ 



-Ypx ou x-\ = ±k Y 

rt i g g 4ç % 

et nqx+p~±V ^qz u +p* — fynq. 

Ce dernier radical peut se mettre sous la forme 

V ^d K Z % ^-B ; donc pour avoir les valeurs de x et 
y en quantités rationnelles , il suffitde pouvoir rendre 

rationnels les radicaux de la forme V s*Z* + B. La 

résolution générale de l'équation u — V s4Z* + B y 
renferme de grandes difficultés. Si on veut se con- 
tenter de solutions particulières, on les trouvera: 
i°. lorsque ^4 est un quarré , 2 0 . lorsque B est un 
quarré , 5°. lorsque s4Z* + B peut être décomposé 
en deux facteurs rationnels. 

La solution de tous ces cas particuliers nous mè- 
neroit trop loin , et n'est pas d'ailleurs d'une utilité 
immédiate dans les questions élémentaires de l'al- 
gèbre. Nous nous contenterons de renvoyer aux 
élémens d'algèbre d'Euler déjà cités. Le lecteur y 
trouvera , dans les additions de la Grange , tout ce 

3u'il pourra désirer dans une partie aussi importante 
e l'analyse. 

Des rapports , proportions et progressions. 

io5. Quoique la théorie des rapports , propor- 
tions et progressions , ait été traitée avec assez 
d'étendue dans l'arithmétique, il ne sera pas inutile 
d'en traduire ici les principaux théorèmes en for- 
mules algébriques , qui auront l'avantage de don- 
ner plus de développement et de généralité aux 
démonstrations faites sur des exemples particu- 
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liers. En lisant cet article , on doit avoir sous les yeux 
les numéros correspondans de l'arithmétique , aux- 
quels nous renverrons souvent pour éviter les répé- 
titions. 

Dans tout rapport arithmétique , le conséquent 
est égal à l'antécédent augmenté ou diminué de la 
différence (Arith. 120). Or, tout antécédent peut 
être représenté par a ,* la différence , quelle qu'elle 
soit , peut être représentée parc?; donc tout rapport 
arithmétique sera représenté par a±d. 

Si l'on a un second rapport égal au premier, et 
que son antécédent soit représenté par c , son con- 
séquent sera représenté par czizd; donc toute pro- 
portion arithmétique peut être représentée par la 
formule générale a.azàzd* .'c.czkid. . . Or, il est 
visible que dans cette formule la somme des ex- 
trêmes est a + c^d , et la somme des moyens, 
a + c±d ( Arith. 125) : donc, &c. 

On voit encore, d'une manière sensible, que, sî 
l'on ajoute ensemble deux proportions arithmé- 
tiques, les sommes formeront une autre proportion 
arithmétique (Arith. 129). Car soient les deux pro- 

port.ons ar.thmet.ques m . m= ± p .. nM=hp , en- le» 

ajoutant, on aura a + m : a-{- mdÈiddb p' / c -f- n . c 
•\-n±d^5=:p , ce qui forme une proportion arithmé- 
tique, puisque la somme des extrêmes est égale à la 
somme des moyens. 

On démontre aussi avec la même facilité la pro- 
position du numéro 1 27 de l'Arithmét. En effet , soient 
les deux rapports inégaux a, a + d, b.b + m. Il est 
visible qu'on aura a + b + m\a+b + d.\m. d; car la 
somme des moyens est égale à celle des extrêmes. 
Si les conséquens étoient plus petits que les antécé- 
dens, on auroit, par la même raison, a-\-b — rn.a 
+b—d\d.m. 

S 3 
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1 06. Dans tout rapport géométrique, le consé- 
quent est égal à l'antécédent multiplié par la raison 
( Arith. 122 ) ; or, tout antécédent peut être repré- 
senté par a; la raison , quelle qu'elle soit , entière 
ou fractionnaire , peut être représentée par q ; 
donc tout rapport géométrique sera représenté par 
a'.aq. 

Si Ton a un second rapport géométrique égal au 
premier , en représentant par b son antécédent, son 
conséquent sera représenté par b q : donc la formule 
générale , représentant toute proportion géot?é- 
trique , sera a\aq :: b:bq. Or, il est visible que, dans 
cette formule , le produit des. extrêmes est égal au 
produit des moyens ; car abq = abq ; donc , &c. 

Toute proportion peut fournir uiae équation. Car 
«1 Ton a la proportion a\b :: c:x , on en conclut 
0,xz=bc ; et réciproquement toute équation peut 
donner une proportion 5 car si on a l'équation air* 

S=:pn> ou a—— , on en peut conclure a:p :: n:m. 

L'on s'assurera de la vérité de la proposition 
( Arith. 1 33 ) , en prenant les deux rapports inégaux 
(ï.ap.b.bq , avec lesquels on pourra former la pro- 
portion abqiabp :: q\p> car le produit des extrêmes 
sera égal au produit des moyens. 

107. Dans toute proportion géométrique, la 
çomme des antécédens est à la somme des consé- 
quens, comme un seul antécédent est à son consé- 
quent (Arith. 137); car le premier rapport de la 

formule générale est exprimé par — , et ^second 

CL 

bg . „ .aq + bq aq 

par ~ q: mais Ton a aussi -^—-==7= — ; donc 
r b a+o a 

pn peut former la proportion a + b:aq+ bq lia: aq. 

Ou peut rendre cette proposition plus générale, 
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en disant que 3 e\ l'on a une suite de rapports égaux , 
tels que a : £ :: c:d:: e: f.lgîh) &c. la somme d'un 
nombre quelconque d'antécédens , est à la somme 
d'un pareil nombre deconséquens , comme un anté- 

ct c 

cèdent est à son conséquent. Car soit ~z=q y -z=q f 

b a 

e g 



-=q , on aura a=bq , c—dq , e=fq ,g=hq y 

a+c+e+g a _ , 
et ~ — "j££T£ ^=y— . . . On peut donc dire que 

3uand on a un nombre de fractions égales , la somme 
es numérateurs, divisée par la somme des dénomi- 
nateurs , formera une fraction égale aux premières. 

1 08. Si Ton a plusieurs proportions , et qu'on le* 
multiplie, ou qu'on. les divise par ordre, les pro- 
duits ou les quotiens seront en proportion(Arith. 1 38). 

Car soient les deux proportions a ' Q( 2 " ' £n ] e ^ 

r r cicp::d:dp 

multipliant par ordre, on aura celle-ci ac.acpq 
:: bdibdpq , dans laquelle le produit des extrêmes 
est égal à celui des moyens : il en seroit de même si 
on les avoit divisées. 

Si les proportions étoient identiques, c'est-à-dire , 
égales terme à terme, on auroit a*:a*q % :: b*:b*q* ; 
donc , lorsqu'on a quatre termes en proportion y 
leurs quarrés sont en proportion. On démontreroit 
également pour le cube , en multipliant la propor- 
tion des quarrés par celle des racines; et ainsi de* 
autres puissances : c'est-à-dire que de la proportion 
aiaq :: b:bq , on déduit celle-ci a m :a m q m :: b m :b m q m t 

.L L L — — — 
et par la même raison a :b lia q \o q , ott 

Ï1% 71% 77% 77t 

\/ r a:\/ r âq\: \/b:\/by. 
Si la proportion étoit continue, elle seroit repré- 

S 4 
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«entée par a : aq \\ aq : aq*; et Ton auroit le produit 
des extrêmes égal au cjuarré du moyen terme; en 
sorte que de la proportion ff a :x: b, on tire Péqua- 
tion x*=ab... et x=\/ab j et réciproquement de 
cette dernière équation, on peut former une 
équation. 

Telles sont les propriétés générales des propor- 
tions: quant aux applications de ces propriétés, elles 
ont été faites dans l'arithmétique (14* et suiv.). 
Nous nous contenterons d'éclaircir ici quelque* 
articles. 

Règle de société'. 

109. La règle de société peut être traitée par 
l'analyse , en mettant le problême en équations. 
Supposons trois associés A , B , C le premier met 
en société la somme a , le second la somme b , et le 
troisième la somme c : ils gagnent la somme m y 
qu'il s'agit de partager proportionnellement aux 
mises. 

Soit x la part du premier , y celle du second , 
* celle du troisième : il est visible que la part du 

second est à celle du premier : : b : a... donc^=— , 

et z=— : or les trois portions réunies doivent égaler 
a 

f . . bx ex am 

Jegam total; donc.v-{ (- — =m...etx= ; — ♦ 

a a a+b+c 

A 1 bm cm 

On trouvera r= ; z— ; . Ces 

a + b + c a + Hc 

équations peuvent se mettre sous la forme d'une 
proportion 

' a ; x 

a + b + c : m : : < b : y 



C ; z 
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ce qui est conforme à ce que Ton a trouvé (Arith . 1 4 4). 

Pour donner un exemple d'une règle de société 
composée , supposons deux associés ^4 et B : le 
premier met au premier vendémiaire la somme a , 
et au premier nivôse la somme b ; le second met au 
premier vendémiaire la somme c , et au premier ger- 
minal la somme d : au bout de 1 5 mois ils ont gagné 
la somme m , qu'il faut partager proportionnelle- 
ment aux mises et au temps. 

Il est visible que la mise de chacun peut être con- 
sidérée comme un fonds qui produit pendant tout le 
temps qu'il reste dans la société. Elle peut donc être 
regardée comme de l'argent placé à un certain de- 
nier inconnu , et dont la valeur dépend du gain to- 
tal m , et du temps que les sommes placées sont res- 
tées dans la société. 

Soit x l'intérêt d'une livre pour un mois, isax 
sera l'intérêt de la somme a pour i5 mois ; par la 
même raison, 12 bx sera l'intérêt de la somme b 
pour 12 mois; i5cxet g dx représenteront les in- 
térêts dus aux sommes c et d. Or , par la supposition , 
la somme de ces intérêts doit égaler m; donc on a 
l'équation {v5a-\- i5c-j- 12 b + $d) x = m, et x = 

— — - — ; r... donc i5ax+ \ibx , ou U 

ioa+ i5c-f isb + gd 

... m( i5a+ivb) ^ 
gain de Az=.~~ , -. Or , cette equa- 

tion donne la proportion énoncée (Arith. i45)... 
Règle d'intérêt et d'escompte. 

HO. Dans toutes les questions relatives à l'in- 
térêt, il y a cinq choses à considérer (Arith. i46), 
i°. le capital que nous désignerons par a; 2 0 . le 
nombre arbitraire, mais communément 100, sur 
lequel on suppose que se prend l'intérêt, et que nous 
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représenterons par et; 3\ le taux, ou le denier de 
l'intérêt exprimé par i; 4°. le temps que le capital 
a été gardé représenté par t ; 5°. enfin la somme 
rendue au bout du temps , tant en intérêts qu'en ca- 
pitaux , nous l'exprimerons par s... Cela posé, 
on aura l'intérêt d'un an en faisant la proportion 

ai . . .. J ait 

d:a: : i : x = -j ; multipliant par / , on a— pour 

d d 

_ . . . ad 

l'intérêt total : ajoutant le capital a, ou —, on a 

s — f ^- C'est la formule générale renfer- 

mant le* cinq élémens qui peuvent se rencontrer 
dans la règle d'intérêt. Si de ces cinq élémens on en 
connoît quatre , il sera facile de connoître le cin- 
quième par les règles de Fanalyse. Elles donneront 
les cinq formules suivantes : ( 



» / * — a\ 
5°. . . . cf = . 



5 — a 

Exemple-premier. Une personne a prêté 1 2000 fr. 

à 4 ,5 pour \ d'intérêt ; à combien montent intérêt 

et capital pour 5 ans ? 

On a ici a== 12000 fr... cfc=ioo... i=4,5... t=5; 

, / 100 + 22,5 \ , c 

donc on aura 5=120001 )= 1*700 ir. 

V 100 / 
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Exemple second. Une personne ayant gardé 
800 fr. pendant un certain temps , rend 998 fr. pour 
capital et intérêt à 4>5 pour ° j combien d'années 
l'argent a-t-il été gardé ? 

En faisant les substitutions convenables dans la 

quatrième formule, on trouvera J = ioo 

= 5,5; donc l'argent a été gardé cinq ans et six 
mois. 

On a vu (Arith. 147) que pour que l'escompte 
soit équitable , il doit être pris en dehors. En con- 
servant les mêmes dénominations que ci-dessus, on 
aura pour un nombre df années t... d+it:a :: itix= 

-~ r. Donc la somme a recevoir, ou^=a — 

a + it 

ait _^__ t Cette formule ne diffère de celle 
d-rit d+it 

que nous venons de trouver , n°. 1 , qu'en ce que S 
est à la place de a, et réciproquement: ou, ce qui 
est la même chose , il suffit de renverser la fraction 
d 

-j— - . On en tirera donc des formules analogues , 

pour déterminer les autres élémens. 

Veut-on déterminer l'escompte par une méthode 
plus analytique ? on dira : Quel que soit l'escompte 
que j'appelle x , il doit être tel , qu'après le nombre 
d'années t , le créancier et le débiteur se trouvent 
dans la même position , en faisant valoir leur argent , 
que s'ils n'avoient pas escompté. Le créancier re-* 

cevra donc en capital a — x L'intérêt de cette 

it 

somme, pendant un nombre t d'années, sera {a — x)-. 
Donc , à cette époque , le capital escompté aug- 
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menté de l'intérêt , seroit ( a — x ) ^— j— ^ j mais 

si la somme n*eût pas été escomptée , le créancier 

it\ 

auroit reçu a ; donc (a — x ) ^ — J = a , ce 

. , ail . * 

qui donne x = ■ ■ , comme ci-dessus. 
^ d+it' 

Règle de double fausse position. 

111. On a vu ( Arith. i5o) que ce qui empêche 
qu'une seule supposition ne mène à la solution de ces 
sortes de questions, c'est principalement les quan- 
tités constantes qui^ ajoutées ou retranchées avec 
les parts qu'il s'agit de déterminer , troublent la pro- 
portion existante entre les parties aliquotes des deux 
nombres; mais ces quantités constantes disparoîtront, 
en faisant une première supposition , et retran- 
chant l'équation qui en résultera de l'équation à 
résoudre. 

x x 

Soit l'équation à résoudre 1 \-p = a... Je 

m n 

suppose *=s:il en résultera une erreur que je 
représente par e 5 on aura donc l'équation — -\ — 
^-p=za + e. Cette équation, retranchée de la pre- 
mière , donne (x — s )^ j — ^ = — e. 

Je fais une seconde supposition s', qui donnera 
une seconde erreur , positive ou négative , repré- 
sentée par e f y on aura une seconde équation (x — s ) 

+ = — e'. Ces deux équations donnent la 

proportion. ..e:e'::x — s: x — s', ou e — e':s f — 
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s'.ie-x — or, cette proportion est çelle du 
n°. i5o ( Arith. ). Donc , &c. 

Toutes les équations du premier degré , et à une 
seule inconnue , peuvent se résoudre par la règle de 
double fausse position 5 car soit l'équation générale 
du premier degré Ax = B . . . une première sup- 
position donnera A s = B zize ; soustraite de la 
première , oaa A (x — s) = zçze. . . une seconda 
supposition donnera As' = Bztie : et en la re- 
tranchant de la première A (x — s)=zjçze' 

Les deux équations , divisées Tune par l'autre , don- 

x — se es' — e's 

neront - r ~-, , ce qui donne x = . 

x — s e e—e 

Des progressions arithmétiques. 

112. Dans toute progression arithmétique, un 
terme quelconque est égal à celui qui le précède , 
augmenté ou diminué de la différence (Aritk. i54). 
Donc, si le premier terme est représenté par a > 
la diffe'rence parc?, le second terme sera azizd; 
le troisième adtz 1 d\ le quatrième a ± 3 d. . . et 
ainsi des autres. Donc la formule générale représen- 
tant toute progression arithmétique composée de n 
termes, sera : 

a.azzzd. az+zid. aziz3d.azt:^d.a^z:^d...aziz:{n — ï )d 

Cette formule nous apprend que le terme géné- 
ral, d'une progression arithmétique , est égal au 
premier terme de la progression , augmenté ou 
diminué de la différence commune , multipliée 
par le nombre des termes qui le précèdent 
(Arith. i55 ). 

Ainsi , si Ton représente par x le terme du rang n> 
on a x=adz( n — 1 )d=azkzdnzçid. 

Dans la suite , nous ne considérerons que lespro- 
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pressions croissantes , ainsi nous ne prendrons que 
le signe supérieur. 

il 3. Dans toute progression arithmétique , la 
somme des extrêmes est égale à la somme des deux 
termes,également éloignés des extrêmes(Arith. 1 56) ; 
car la somme des extrêmes est za + dn — d$ et la 
somme des deux termes également éloignés des ex-- 
trêmes est la + dn — d. 

La somme de tous les termes oVune progression 
arithmétique , est égale à la somme des extrêmes 
multipliée par la moitié du nombre des termes 
( Arith. i57 ); car la somme du premier et du 
dernier est égale à celle du second et de Tavant-der- 
nier , à celle du troisième et de Panté-pénul- 
tième , &c. Donc , la somme totale sera égale à une 
de ces sommes partielles , répétée autant de fois 
qu'il y a d'unités dans la moitié du nombre des 
termes. 

Soit a le premier terjne , x le dernier , n le nom- 
bre , s la somme; on aura s=(a + x)~. 

2 

Cette dernière formule , avec la précédente. . . 
x—a + dn — d y suffisent pour résoudre le problême 
suivant , dans toute sa généralité : De cinq élément 
qui entrent dans une progression arithmétique , 
savoir : le premier terme a , le dernier x , le 
nombre des termes n , la somme de tous s , la 
différence d si l'on en connoit trois , on peut fa- 
cilement trouver les deux autres ; car les deux 
formules contiennent les cinq élémens. Or , si on 
en connoit trois , la question est réduite à résoudre 
un problême à deux inconnues, par le moyen de 
deux équations ; ce qui ne peut souffrir de difficulté. 

Chacune des deux formules précédentes en fournit 
quatre différentes, savoir , la première s 
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(1).. x=a-\-dn — d* • • (2) . *a ~ x — cfo+c?... 
sn\ , a x+a 

(/$).. d— . . .(4;. .72 = 

n — 1 d 
La seconde : 

n as 
(1). . s = (a + x) -. . .(2^. .a= x. . . . 

2 71 

(3) x = a. . . 

Ces huit formules , jointes à celles qui résultent 
des combinaisons des quatre premières avec les 
quatre dernières , en formeront vingt différentes , 
qui résoudront le problême dans tous les cas pos- 
sibles. 

il 4. Problème premier. Un particulier a dans 
son jardin une allée de cent arbres , éloignés l'un 
de l'autre de trois mètres. Il charge un ouvrier de 
prendre de la terre à un monceau éloigné du pre- 
mier arbre de douze mètres 5 d'aller en porter une • 
brouettée au pied de chaque arbre , et de ramener 
la brouette au monceau. Combien de mètres doit 
faire celui qui entreprendra cet ouvrage ? 

Solution Pour aller au premier arbre et ramener 
la brouette au monceau, il fera 24 mètres 5 pour 
aller au second et ramener la brouette , il en fera 3o , 
et ainsi de suite , en augmentant toujours de 6\ 

C'est donc une progression arithmétique dont on 
connoît le premier terme a4 , la différence 6 , le 
nombre des termes 100, et dont on demande la 
somme 5. 

Commençons par chercher le dernier. • . .x=24 
+ 5 9 4=6io\ 
Donc s=( 24 + 6i8^^=32ioo mètres. 
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il 5. Problème deuxième. Deux voyageurs 
partent au même instant de deux termes opposés , 
distans de i35 myriamètres , et viennent à la ren- 
contre l'un de l'autre. La marche du premier étant 
règléesur cette progression arithmétique 1,5.. 9..., 
et celledu second sur les termes de celle-ci 4..'7..io 9 
on demande, i°. quel jour ils se rencontreront ; 
2°. ce que chacun aura fait de chemin. 

Solution. Les deux voyageurs doivent marcher un 
égal nombre de jours ; et lorsqu'ils se rencontreront, 
le chemin fait par les deux doit être en somme de i35 
myriamètres. Soit n, le nombre de jours; le premier 
voyageur fera dans le dernier jour i-f-4f/z— 1^= 
4/z — 3 myriamètres; donc il fera en total s = 

(in — 2)- = m* — n-y le second fera le dernier jour 

4 + 3(11—1 ;=3/2+ 1 :etau total s' =(3n + 5)- = 

2 

5»'+ 5*^ , 3n*+bn 

.Donc, m* — 72 H =100.. . ou 

a. 2 

7/2 a +3/*=fl7o,et/2' + !rt=~^. . . Donc/z= — -^-db 

V'H^ + 'ïTï— — TT^rï^jc-ur 5 - Donc, i°. les deux 

voyageurs ne se rencontreront qu'après 6 jours de 

marche. 2 0 . Le chemin fait par le premier, sera 

5=2X36 — 6=66 myriamètres; et le chemin fait 

. , , 108 + 3o . . 
parle second,seras = =09 myriamètres. 

Des progressions géométriques. 

Il6. Dans toute progression géométrique, un 
terme quelconque est égal à celui qui le précède , 
multiplié par le quotient (Arithmétique, n°. 169). 
Donc, si le premier terme est a, et le quotient q > 
le second terme sera a q ; par la même raison , le 

troisième 
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troisième sera a q* y le quatrième a q\ et ainsi des 
autres. Donc la formule générale représentant toutes 
les progressions géométriques, composées de n 
termes, sera, . .a:aq:aq*:aq 3 :aq 4 :aq: 5 aq 6 . ..:aq n ~\ 

1 1 7. Si la progression est décroissante , on fera 
1 

9=— y m étant un nombre entier positif, et la 
formule deviendra. . • 

a a a a a a m 

' m' m>' m 3 ' m*' m*' m* ^F 1 ' 

On voit par ces deux formules , que le dernier 
terme dune progression géométrique est égal au 
x premier , multiplié par le quotient , élevé à une 
puissance marquée par le nombre des termes qui 
précèdent (Arith. 160). Ainsi , si Ton représente 
le dernier terme par x , le premier étant a , le quo- 
tient q , et le nombre des termes n , on aura pour 
les progressions croissantes x~aq n -' ,. . . et pour 

les progressions décroissantes x=^ — . 

m n * 

118. Dans toute progression géométrique , la 
somme de tous les termes est égale au dernier 
terme de la progression, multiplié par le quotient, 
le produit devant être diminué du premier terme , 
et le tout divisé par le quotient , diminué de 
l'unité (Arith. i6'6). Car si on représente par s la 
somme totale , il est visible qu'on aura s=a + aq + 

aq* + aq 3 f aq* + d q n ~ l ... Cette équation, 

étant multipliée parq , on aura sç=aç + aq*+G-q* 
aqi + aq 5 . . . +aq n . . .Retranchant la première de 
celle-ci , on a sq-^s—aq" — a. Divisant par q— i,.. 



q—i q^-i 
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Lorsque la progression sera décroissante, on fera 

ç= — , et la formule deviendra 

* m 

a 

m n ~ a / i \ a 
= a?7i[ j ) — a m 

m m — 1 m — 1 

On peut encore démontrer la proposition pré- 
cédente d'une autre manière. Soient les termes 
successifs de la progression , représentés par les 
lettres a , b , c,d,f,g)h, u , x , le quo- 
tient étant q ; on aura les équations suivantes :. . . . 

b—aq , . . • . c=bq y . . . . d~cq , • • • *j==dq , 

g=fq • • ■ x=^uq En ajoutant 

ces équations, on a b-\-c-\-d-\-f-\- g+h-^ .... +u 
+ x= q (a-\>b-\-c + d+f+ g+h.... + u). Or , en 
nommant s la somme de tous les termes de la pro- 
gression, on verra facilement que le premier membre 
de l'équation précédente est représenté par s — a , 
et le second par q (s — x)... Donc on a s—a—q 

(s — x) ,. d ou on tire s — , comme ci- 

1 

dessus. 

Cette formule, jointe à celle qui donne le dernier 
terme , suffit pour résoudre le problême général 
(Arith. i5o,) , savoir : Zte cinq élémens qui entrent 
dans une progression géométrique , a , x , ^ , 
w, s , Jrots ^a/z£ donnés , connoitre les deux 
autres? 

On trouvera ici, comme dans les progressions 
arithmétiques , vingt formules $ mais plusieurs de 
ces formules dépendent de la théorie des loga- 
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rithmes , ou des équations composées j c'est pour- 
quoi nous n'en parlons pas ici. 

1 ig. On a vu ( Arith. i64 ) , que la théorie de 
l'intérêt composé , dépend des progressions géomé- 
triques. Pour généraliser ce que nous en avonsdit, sup- 
posons qu'un franc placé à intérêt ait augmenté dans 

un an de — , on aura à la fin de la première an- 
m 

née 1 -f» — = — — X . Donc un capital a deviendra 
mm 

dans un an a ^ — - — j ; ce qui prouve que pour 

connoître le capital de cliaque année , il faut mul- 

tn \ 1 

tipîier celui de l'année précédente par .Donc 

m 

on aura à la fin de la seconde année a ( ™ 1 ^ 5 à 

la fin de la 3 e année a ( ) , et à la fin de la 

\ m / 

dernière année , a (^—~—S . 

\ m J 

On voit par-là que le capital croîtra successives 
ment , selon les termes d'une progression géomé- 

Tïl -\~ 1 

trique , dont le quotient sera — — : lorsque l'in- 
térêt est au denier vingt , m = 20 , et le quotient 
de la progression est f~ (Arith. 164). Si l'intérêt est 
au denier vingt-cinq , le quotient sera Jf, 

Pour savoir ce que devient un capital placé à 5 
pour \ par an , d'intérêt composé , au bout de 
i5 ans, il faudroit multiplier le capital par (75)' 5 . 
Ce dernier calcul seroit assez long à effectuer , par 

T 2 * 
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les règles ordinaires de la multiplication ; par les lo- 
garithmes il est de la plus grande facilité ; et Ton 
trouve * —7,08 à-peu-près $ donc le capital fait 
plus que doubler en i5 années. Si l'intérêt était sim- 
ple , ce ne seroit qu'au bout de 20 ans qu'il auroit 
doublé. 

Réciproquement puisqu'une somme a, payable 
actuellement, devient après n d'années, aÇ^^^ , 

1 est visible que la môme somme qui nedevroit être 
payée qu'après un nombre n d'années, ne vaut ac- 
tuellement que = a / rti 



= a / m \" 



C'est dans cette formule que consiste l'escompte 
redoublé. 

120. Problème premier. Un particulier achète 
un bien dont la valeur est a , qu'il s'engage à 
payer en un nombre n de paiemens égaux , en y 

comprenant les intérêts exprimés par la fraction— 

du capital : on demande de combien sera chaque 
paiement ? 

Solution. Soit .r, la valeur de chaque paiement. A 
la Fin de la i re année, le débiteur devra, tant en ca- 

pital qu'en intérêt. , a ( — — ) = a q , ( en désignant 

, V mi / 

par q la fraction ). Il paye la somme a:; donc 

m .*..."- 

il ne devra plus que aq — x. 

Cette somme deviendra , à la fin de la seconde 
année , aq* — qx (119) 5 3 paie encore x , donc il 
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ne devra plus que a q* — q x — x. A la fin de la 
troisième année , cette somme sera aq 3 — q*x — qx; 
il paye x , il ne devra plus que aq 2 — q*x — qx — x. 

Sans pousser plus loin le raisonnement, on voit qu'à la 
fin de la dernière année la somme due sera repré- 
sentée par aq n — (xq"" 1 + xq n ~ % + xq"-* + . . . 

XÇf"— -x 

Ce dernier terme est égal à— (1 18) , et puis- 
er — 1. ->. 

que, à cette époque, tout le capital et les intérêts 
doivent avoir été payés, il s'ensuit que aq' 1 — x 

121. Si Ton vouloit savoir quelle somme il fau- 
droit placer pour recevoir à la fin de chaque année 
une somme déterminée , de manière qu'on pût être 
entièrement remboursé du capital et des intérêts 
après un nombre n d'années , on traiteroit a comme 

inconnu , et; Ton auroit a=xÇ §~ —\ 

Lorsque l'intérêt esta 5 pour ~ , q = 
Exemple premier. Supposons que le bien acquis 
soit de 100000 fr. , et qu'il doive être soldé en i5 
paiemens égaux , y compris les intérêts , on aura 

a=iooooo , 72=1 5 , et « = 100000X2,08 ( — î— 

\'2i,b / 

=9629,62. 

Exemple second. Quelle somme faudroi*-il 
placer, pour recevoir 100 fr. à la fin de chaque 
année, de manière à être remboursé entièrement 
du capital et des intérêts dans 24 ans ? 

Dans ce cas particulier «=100, zz=24, et l'on 
trouvera, toute réduction faite, a= 1^79 fr. 85. 

Ces deux problêmes renferment la théorie des an- 
nuités , si utile dans les villes de commerce. 

T 3 



# 
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122. Reprenons la formule des progressions dé- 

croissantes s = am — Il est visible que 

m — r 

plus le nombre n deviendra grand , plus le terme 
— deviendra petit > et plus la valeur s appro- 
chera de m . Donc , plus on prendra de termes 

772— I 

dans la progression décroissante , plus leur somme 
approchera de • , sans néanmoins pouvoir ja- 
mais lui être égale y mais elle n'en pourra différer 
que d'une quantité plus petite que toute quantité 

assignable. La formule s'= , est doncla limite 

, m — i 

des progressions géométriques décroissantes, comme 
on va le voir dans les exemples suivans : 

Soit la progression géométrique Hj^jî-rV 2 
: jj. . . à l'infini , on a ici a=±, m=2 ; donc 

s'=—î—-=:i. C'est à-dire que plus on prendra de 

termes dans cette progression , plus la somme ap- 
prochera de l'unité (Arith. i63). 

Proposons-nous de réduire une fraction décimale 
périodique , en fraction ordinaire (Arith. 99). 

Toute fraction décimale périodique peut se mettre 

■ r . ^4. AL AL A. 

sous la forme suivante — + — + + —H — n — 

^ q n f n ç 3n ç 4n ç 5n 

+ — oq - . . . , ( A représentant les chiffres de la pé- 
riode ; çz=z 1 o , et n le degré de la puissance du déno- 
minateur de la période ). Or , la forme précédente 
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est celle d'une progression géométriquedécroissante 

1 

à Tinfini , dont le quotient est — ; donc on aura s'=j 

Exemple en nombre. Soit la fraction périodique 
o,353o. . . Cette fraction peut se mettre sous la 

forme Suivante X 4. _1_ + -J.. + y & c# 

3 

Donc on a ici ^/=3, tz=i et = = 

î y o — 1 9 

( Arith. 100). 

Soit encore o,26â6î6...==^+ î ^+_#— 
On a ici ^=26 , n=2 , q = 10 ; doncs'=fJ. 



.Des cocjjiciens indéterminés , cfe /ez/r usage 
pour développer les fractions en séries. 

• 

123. On a vu (Arith. 98), que pour développée 
une fraction ordinaire en fraction décimale , il suffit 
d'ajouter au numérateur autant de zéros qu'on veut 
avoir de décimales au quotient , # et de diviser en- 
suite le numérateur par le dénominateur, suivant 
les règles ordinaires. Le quotient qui en résultera 
sera une série décimale , dont les termes vont en 
diminuant , selon la progressfon décuple. Pareille- 
ment pour réduire en série une fraction littérale , il 
faut diviser le numérateur par le dénominateur , et 
continuer la division à l'infini (24). Le quotient sera 
composé d'une suite de termes ordonnés , selon les 
puissances de l'indéterminée y comme on va le voir 
dans l'exemple suivant : \ 

Soit a , en effectuant la division selon les 
b—x 

règles ordinaires, on aura 

T4 
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a\b — x 



a la ax ax* ax* 



ax {b b* b 3 b* 
ax ax 



* 



ax* 



&c. 



Toute fraction algébrique pourra se développer 
ainsi par la division , et nous allons faire voir que le 
quotient sera toujours de la forme suivante 

^+ Bx+ Cx*+ Dx*+ Ex*+ J?* 5 + 

Les coefficiens ^ , B , C, D , E, F. . sont 
des quantités indéterminées qui ne dépendent pas 
de x, c'est-à-dire qui conservent toujours la même 
valeur , quelle que soit celle de x. L'objet de la 
méthode présente, est d'apprendre à déterminer ces 
coefficiens par les règles de l'analyse. C'est la mé- 
thode des coefficiens indéterminés , donnée par 
Descartes, méthode qui peut s'appliquer aux déve- 
loppemens en série , toutes les fois qu'on connoît la 
forme de la séYie qu'on cherche , et qui est une des 
plus fécondes et des plus utiles de l'analyse. 
a 

Soit i°. ,p étantplus grandque^. . . Onmel- 

, P * H 

tra cette fraction sous la forme suivante - / \ 

p ( l+ ç -) 

P 

On fera ? =x,et l'on aura à développer la fraction 
P 

A-~T~\ * étant plus petit que l'unité. 
p \ i -f- x/ 
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Soit = <4 + Bx+Cx % +Dx 3 +Ex*. 

1 +x 



En multipliant les deux membres de l'équation par 
i+x, et transposant l'unité du premier membre 
dans le second, on a 



o = 



Les termes qui se trouvent dans la même colonne , 
au-devant de l'accolade , forment le coefficient de 
chaque puissance de x. 

Puisque le premier membre est zéro, il faut que 
le second devienne aussi zéro ; c'est-à-dire que tous 
ces termes doiventse détruire mutuellement, ou être 
zéro chacun séparément 5 mais la valeur des coeffi- 
ciens A , B , C > D. . . . , est indépendante de la 
valeur de x , car la forme générale de la série ne 
dépend pas des valeurs particulières de l'indéter- 
minée qui s'y trouve. Donc on ne peut pas supposer 
que le premier terme est détruit par le second, ou 

f ar le troisième , ou. .. &c. (1). Donc pour que 
équation se vérifie, il faut supposer que le coeffi- 
cient de chaque terme soit tel, qu'il fasse disparoître 
le terme : ce qui donnera autant d'équations que 
de coefficiensà déterminer. On aura doue A — 1=0... 

A+B = o. . . B+C = o... C+D— o 

La première donne A=i , la seconde B= — 1 ? 
la troisième C=i , la quatrième D= — 1, &c. 



(1) Si l'on supposent que le premier terme fût détruit par 

le second , on auroit l'équation ~f X x = o, donc les 

valeurs de A et J5 dépendroient de x , et par conséquent , 
chaque valeur donnée à x , donneroit une valeur différente 
pour A et B , ce qui ne doit pas être. , 
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Donc— — = i — x-t a?*— x* + x*— x 5 + . . . &c. 

1 *T" 

et^ = gi-2+(?)V2)+(?y... 
/>-f? p \p/ \p/ 

Soit 2°. la fraction — — dans laquelle on a 

p + ç + r 

a>b,p>q>q>r. 

b f 

On fera -— m x, - = nx , - = kx** et la frac- 

a , P 1 

tion proposée prendra la forme suivante , dans la- 

quelle x est plus petit que 1 unite-f — ). 

p \ î nx -f* kx*s 

Soit donc l ~ rTnx = ^ + Bx + Cx* -f Dx 3 + 
î Jrnx+Jcx 

En faisant évanouir la fraction , et transposant > 
on formera l'équation identique : 

o=^/ + ^rc) -f^£) + Bk) +Ct) 

—1+B >x + £n>x* + Cn>x 3 +Dn>x 4 .... 
— m ) +C ) +£) ) + £ ) 

D'où Ton tire ^/ = i...B=m — C~n* — mn — 
79=... &c. Ces valeurs étant substituées dans la 
série , donneront le développement de la fraction 
proposée. 

Soit 3°. — , dans laquelle on a a> b , 
p + ç + r+s 

Z>> c et p>q , y> r , r>.ç. On fera comme ci- 

i * c 9 t r t n 

dessus - = mx , T — nx\ et ~ — mx,- =nx~> 

a b p p 

- = ^V. On aura donc à développer en série : 



• 
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î+m'x+n'x'+rx* 

En opérant comme ci-dessus , on aura : 

Egalant à zéro chaque coefficient , on formera 
les équations nécessaires pour déterminer A , B , 

C y Dm • • • y & C. 

Sans pousser plus loin ces exemples , on voit qu'on 

pourra toujours développer par cette méthode , la 

_ . a + bx + cx % + dx 3 + + mx n ~ % 

fraction — — - j— — = - ■ — 

a! b'x + c V + d'x 3 + . . • + mx K ~ l + p x* 

en une série , ordonnée suivant les puissances de x. 

Dans tous ces développemens, on a supposé que 
dans le dénominateur la plus haute puissance de x> 
surpassoit au moins d'une unité la plus haute du nu- 
mérateur. Si la fraction proposée n'avoit pas cette 
condition , il seroit facile de l'y ramener , en divisant 
le numérateur par le dénominateur. 

124. On peut appliquer aussi la méthode des 
coefficiens indéterminés à l'extraction des racines 
des quantités qui ne sont pas des puissances exactes. 

Soit |/ a*+x=A + Bx + Cx* + Dx 3 + . 
En élevant les deux membres au quarré , on 
aura (5g) 

(1) En élevant au quarré le polynôme A+Bx+Cx*-\- 
Dx 3 -}-.... on ne prend qu'un nombre de termes égal au 
nombre des coefficiens qu'on veut déterminer , et Ton néglige 
les autres ; mais il faut avoir grand soin de ne négliger au- 
cun des termes de Tordre de ceux qu'on considère. 
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En transposant et ordonnant, on aura A* — a a -=o..5 
iAB— i==o...£* + 2^C-=o... 2BC+2^Z?=0 . 

1 — l 1 

ou A = a , B — -\ . . • C=— — ô • . . D~—z. r... 

_______ j i j 

Donc VV + x~a+ — x— -^~ïX* + — 1> x\..{&k) 

i 

Soit enfin pour dernier exemple ~=== = 

A4-Bx + Cx* + Dx' i + En élevant tout au 

quarré, on a * . 

i =A* + 2ABx+2ACi . + V, , 

Multipliant par et ordonnant les termes, 

on aura : ^/ a « a — i— =o.., 2ABa %J rA*=o,... 
2ACa* + B*a* + !2AB = o... iBCa' + iADa* 

î 

-f 2AC+2AD — 0 &c. Donc A= - , 

& 

Donc .- — i + ô~T ? — t 

Va % + x a 20 % a 16 a 

; 125. Ces séries seront toujours convergentes , 

lorsqu'on aura x< 1 : or on peut toujours faire en 

sorte que x soit <.i, car soit la fraction 

a + bx+cx* » 
Lorsque or sera > 1 , on la 

m + nx-\- px % -\~qx* 

b a ^ 

changera en celle-ci : -W — 1 5 011 

a? v p n m j 



1 
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r 1 i> f c + bz + az* ^ 
fera -~z , et Ion aura z[ ■ — ) — 

x \+pz + nz Â -\rrz z ) 

z{^t + Bz + Cz* + Dz 3 + .... 

Or dans cette série z < i ; donc elle sera néces- 
sairement convergente après avoir déterminé ^4 , 
B , C,Z>. . . On remettra à la place de z sa valeur , 
et la série première développée sera de la forme 
suivante : 

^ B C D 

L orsque les exposaiis de x vont en augmen- 
tant , la série est dite ascendante , et lorsqu'ils 
vont en diminuant , elle est dite descendante. On 
voit donc généralement, que soit que Pindélermi- 
née soit > 1 , soit qu'elle soit < 1 , on pourra déve- 
lopper la fraction en série convergente, qui sera 
descendante dans le premier cas , et ascendante 
dans le second. 

Pour se rendre l'usage de ces fractions familier, 
nous l'appliquerons à quelques exemples numéri- 
ques. 

Soit proposé de réduire en série convergente Ja 
fraction 1 ~. Cette fraction peut se mettre sous la 

3 

forme suivante : r . En la comparant à la for- 

^ 1 o 

mule première (n°. ia3) , on trouvera que <zr=3, 

/ 3 v 

P == 1 9 x = — Donc ^ = —J 

f= 3{ 1 +T?+irb + T^o + • • • } = 3,333. . . C'est- 
à-dire que plus on prendra de termes dans le déve- 
loppement de cette fraction, plus la somme appro- 
chera de 2& = 3 -f j Donc la fraction \ est la limite 
de la fraction décimale o,535... ( Arith, 99). 
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Soit encore la fraction | = qu'on peut 

mettre sous la forme ; En la comparant à 

la formule s(i23),on aa=i . . • b—o. • . m=o. • . 
n — — l... £=i — p=i... x=f.... Donc 
u£=\ . . . 5= i . . . C=o . . . Z7— — i . . . _E= — î 

F=o... G=i... H—i... &c. Et 

1 — 7 + 7 

= 1+7— ï— 77+67 + 7TT-*.;- E n sorte que £ est 
encore la limite de cette dernière série. 

126. On conçoit, en général, que toutes les 
fois qu'on développe une expression fractionnaire 
en série, la somme de tous les termes delà série est 
égale à la fraction proposée ; mais le nombre des 
termes de la série est infini 5 donc la somme de ceux 
qu'on considère n'est jamais rigoureusement égale 
à la fraction proposée. Mais plus on prendra de 
termes dans la série , plus leur somme approchera 
de la valeur de la fraction qui sera par conséquent 

la limite de la .série. Ainsi - est la limite de 

a+x 

x x* x 3 X* , ^ 

x 1 --{-—... lorsque #<a, et elle 

a a % a 6 œ 

a a* a 3 cft 

est la limite de ~-\ — lorsque x>a. 

xxx x 

Quoique la quantité puisse croître indéfiniment, 
cependant toute expression algébrique n'est pas 
susceptible de parvenir à un degré quelconque de 



ax a* 



grandeur. Soit, par exemple, _ = — . 

Quelle valeur qu'on donne à x, elle ne sauroit deve- 
nir égale à a ; mais elle peut approcher de cette 
quantité aussi près que l'on voudra, a est donc la 
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ax 

limite des accroissemens de pareillement dans 

a-\-x 

S ^—. Si nous prenons x infiniment petit , la valeur 

a b 
de la fraction approchera de - , mais ne lui sera 

• CL 

rigoureusement égale , que lorsque x = o. - est 

x + b 

donc la limite des décroissemens de , 

a 

ax-\-b 

La fraction réunit les deux espèces de 

mx-\-n r 

limites que nous venons de considérer 5 car on peut 

a + - 
x 

la mettre sous la forme . Or i°. plus x sera 

m -\ — 
x 

* 

grande, plus cette expression approche de —, 

m 

Donc cette expression est la limite des accroisse^ 
mens. 2 0 . Plus x sera petite, plus les termes ax , 
mx diminueront, et si x étoit zéro , la fraction se 

réduiroit à Donc cette expression est la limite des 

décroissemens. 

Il importe beaucoup de savoir connoître les limi- 
tes d'une expression algébrique composée de quan- 
tités susceptibles d'accroissemens et de décroisse- 
mens. C'est la base du calcul différentiel et intégral. 
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De la décomposition des fractions rationnelles 

en fractions simples. 

127. Les fractions rationnelles sont celles qui ne 
contiennent point de radicaux ou d'exposant frac- 
tionnaire dans leur expression, telles, par exemple, 
que celles que nous venons de considérer. Le déno- 
minateur de ces fractions est le produit de plusieurs 
facteurs binômes ou trinômes de la forme a-j-bx , 
ou a + bx+cx*. Or lorsqu'on connoît ces facteurs 
il est toujours commode , et souvent nécessaire , 
de décomposer la fraction proposée en fraction 
simple. La méthode des coelîiciens indéterminés est 
encore ici d'un grand usage. 

Soit proposé la fraction-^ — 3 =- a 



a*x — x 3 x(a+x)(a—xf 

T r . a u4 B C 

Je fais — = 1 1 En 

x(a+x)(a — x) x a + x a—x 

réduisant ces trois fractions au même dénominateur, 

A(a*—x*) + B(ax—x*) + C(ax + *•) 

on trouvera — — i— - ; — i . . > . . T , ' 

x(a + x) (a—x) 

a 

, les deux dénominateurs étant 



1 . 



x(a + x) (a — x) 
égaux, les numérateurs doivent l'être 5 ce qui 
donne , en transposant et ordonnant : 
o = ^4a* + Ba.x — ^4.x* 
— a+Ca — B 

+ C 

D'où on tirera *d = 2?= C= — * 

a na za 

-a 11 
Donc 



x(a+x)(a — x) ax za(a + x) 
1 

za( a—~x f 

138. 
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1 28, Si parmi les facteurs du dénominateur , il 
l'en trouvoit d'égaux entr'eux, comme dans la frac- 

tion — 777 — ; — r % y on ne pourroit pas écrire 

x (x — \) (x+ \) 

^ — {- — — , parce qu'il est visible que ces deux 



M 

fractions simples équivalent à une seule , mais 

x — 1 

on conserveront le facteur double (x — i) % au dé- 
nominateur , et on lui donneroit pour numérateur 
les deux termes A+Bx , afin que dans la fraction 
introduite , le plus haut exposant de x dans le nu- 
mérateur étant moindre d'une unité que dans le dé- 
nominateur, elle soit la plus générale de son espèce. 
Il en faudra dire autant du facteur (x+ 

r X* + X*+2 u* Bx+C 

On fera donc — — = Y- 

x(x—i)*(x+\) % x (x—\) % 

Dx+E 

J .... Réduisant au même dénominateur 

et transposant , on a 

u4.x*+aB.x 3 — iA.x % + C.x + A 
+ B + C. + B +E —2 
) + D —*D + aC 
+ E + D 
— 1 —iE 
— 1 

D'où l'on tire ^ = 2... B — — f . . . C=J... 
D— — E= — J. Ainsi la fraction 

x 3 +x* + 2 . (7 — 5x ) x (5 x + 7) 



0 = 



Si la fraction composée avoit au dénominateur 

V 
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un facteur double de la forme //i-f nx + px* dont 
les deux racines fussent imaginaires , on ne les in-> 
troduiroit pas dans le calcul, mais on conserveroit le 
facteur double , en lui donnant un numérateur de 
la forme ^4 + B x Soit donc la fraction 

cjomme dans les exemples précédens , on trouvera 
j£~\ ... B~ — • . C= — 7. Ce qui change la 

fraction en celle-ci : — — 4( A 

Observations générales sur les différens systèmes 

de numération. 

129. Le principe fondamental de l'arithmétique 
ordinaire est que chaque chiffre reculé d'un rang 
-vers la gauche , acquiert une valeur dix fois plus 
forte (Arithm. i4) , en sorte que le chiffre du 
premier rang à droite marque des unités simples 5 
le chiffre du second rang marque des dixames ; 
celui du troisième rang marque des centaines; celui 
du quatrième rang marque des mille , et ainsi des 
autres rangs , croissant toujours selon les puissan- 
ces successives de 10 ; d'où il suit que le nombre 
des unités contenues dans une somme quelconque, 
est réellement représenté par le produit du pre- 
mier chiffre multiplié par la puissance 4éro de 10 s 
le nombre des dixames est égal au produit du 
second chiffre multiplié par la première puissance 
de 10 ; le nombre des centaines est égal au produit 
du troisième chiffre multiplié par la seconde puis- 
sance de 10, et ainsi des autres, c'est-à-dire que 
3456 = 3. io 3 -f4. io ft -f-5* io' + G. io°. La valeur 
relative de chaque chiffre tient lieu des puissance* 
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de 10 , et par conséquent permet de les sup- 
primer. 

On nomme échelle arithmétique , la progres- 
sion géométrique d'après laquelle se règle la va- 
leur relative des chiffres. 

L échelle de l'arithmétique ordinaire est donc j 
i. 10. 100. 1000. 10000 , et le nombre 10 est la 
racine de l'échelle. 

Si au lieu de prendre pour échelle les différentes 
puissances de 10, on prenoit les puissances suc- 
cessives d'un autre nombre ; par exemple de 7 1 
bn auroit un nouveau système de numération com- 
posé de sept chiffres, pour exprimer tous les nom- 
bres possibles. 

* Soit doncengénéralala racined'une échellequel- 
conque , tout nombre iVsera désigné parla formule 
générale N=A a n -f Ba n ~ x + Ca n ~ a + D a n ~ 2 ... 
+ Pa l + Qa°... , les coefficiens A,B,C, D, 
exprimant les différens chiffres dont est composé le 
nombre N, et n le nombre de ces chiffres plus un. 

Les questions principales qu'on peut proposer" 
sur les diverses échelles arithmétiques, se rédui- 
sent aux suivantes. 

l3o. i°. L'expression d'un nombre dans une 
échelle étant donnée, trouver l'expression du môme 
nombre dans une autre échelle dont la racine est 
donnée ( Arith. 22 ). 

Supposons que la racine de l'échelle connue 
soit a , la question est réduite à déterminer les 
coefficiens A, B, C, D. . • . Or il est visible que 
tous les termes de la formule générale sont divi- 
sibles par a * excepté le dernier , donc la valeur de Q 
sera donnée par le reste de la division par a. Tous 
les termes du quotient seront encore divisibles 
par a , excepté le dernier , qui sera la valeur de P. 
Donc la valeur de P sera donnée par le reste de la 

V* 
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division du premier quotient divisé par a. Tous les 
termes du second quotient seront nécessairement 
divisibles par a , excepté le dernier 5 donc le coeffi- 
cient de la seconde puissance de a sera donné parle 
reste de la division du second cjuotient divisé par a. 

En continuant à diviser ainsi les quotiens succes- 
sifs par la racine de l'échelle , on aura la valeur 
des autres coefficiens. On peut donc établir la règle 
suivantes 

Divisez le nombre proposé par l'échelle du 
nouveau système , écrivez le reste , ou zéro s'il 
ne reste rien. Divisez le premier quotient par le 
même nombre , écrivez le reste à gauche du pre- 
mier reste que vous avez trouvé ; divisez le se- 
cond quotient par le même nombre ; écrivez le 
reste à gauche du second reste , et ainsi de suite , 
jusqu'à ce que la division cesse d'être possible y 
et donne o pour quotient. Par cette opération , vous 
■parviendrez à écrire dans le système demandé le 
nombre écrit dans un autre système donné (1). 

Exemple. Soit le nombre 44q7 exprimé dans 
l'échelle de 1 o. Pour l'écrire dans l'échelle de 7 , on 
opérera comme il suit : 




LL-2. 

o 

1 6 o 5 3 
. 5 e 4 e 3 e 2 e i er reste. 

(1) Cette manière de résoudre le problême est plus simple 
et plus directe , que celle qu'on trouve dans les Mémoires de 
l'Académie , dana BufFon , et l'Encyclopédie méthodique. 
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Il faut donc cinq chiffres pour exprimer 4497 
dans le système de l'échelle de 7, savoir i6o53. 
C'est-à-dire que Ton aura 4497 = 1 .7*-}- 6. j 3 -{. 
0.7*4- 5.7' + 3.7°. . . En supprimant les puissances 
de 7, il ne reste que les coefïiciens } et chaque 
chiffre reculé d'un rang vaut sept fois plus (1). 

Réciproquement étant donné un nombre écrit 
dans un système donné , on peut trouver son ex- 
pression dans le système ordinaire , en multipliant 
chaque chiffre du nombre donné par les puissances 
successives de l'échelle , et faisant l'addition de ces 
différens produits. Ainsi 1 . 7 4 = 2401 . . . . 6«7 3 = 
2o58. . . o.7*=o. . . 5. 7' =35. . . 3.7°=3. 

Or ces sommes réunies font 4497 liv. Donc le 
nombre quatre mille quatre cent nonante-sept , 
qui s'écnroit par i6o53 dans l'arithmétique de 
sept chiffres , s'écrira par 4497 , dans, celle de dix 
chiffres. 

* 

On pourroît aussi résoudre ce problême par la 
méthode déjà employée , en divisant i6o53 y par 
exemple , par dix $ mais il faudroit observer que 
le nombre à diviser étant écrit selon le système de 
sept , il faudroit écrire dix dans le même système, 
c'est-à-dire i3. Il en seroit de même du quotients 
En voici le calcul 

i6o53f i3 

• ] 

I 4 (i3 
{ o 

4 4 9 7 

4 e 3 e a e 1 er reste. 



(1) Il faut observer ici que dan» le système de 7 , 
bre s'écriroit 10, comme la ba*e du système ordinaire. 

Y3 
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l3x. La formule générale représentant tous les 
nombres dans un système quelconque de numéra- 
tion , nous fournit une démonstration de la fameuse 
propriété du nombre 9 , qui consiste en ce que 
si un nombre est divisible par 9 , la somme de ses 
chiffres est aussi divisible par 9. On peut même 
généraliser la proposition, et démontrer que cette 
propriété du nombre g appartient également au 
dernier chiffre de toutes les échelles. 

Soit en général N=^a n + B a n ~ x + Ca n ~ a + .. . 
Pa* + Qa°. 

Si N est divisible par a — 1 , la somme des coefïï- 
ciens ^4 + B + C + &c. , sera aussi divisible par 
a— 1. 

, Gar on peut mettre la formule générale sous la 
forme suivante : 

N=u4(a n —i) + B(a n ~*— i)+C(<T*— 1 ; + 
D(a n ~*—i)... +^t + B+C+D+... 

Si N est divisible par a — 1 3 le second membre 
doit l'être aussi. Or a n — 1 , a 11 " 1 — 1 , a n ~*— 1. . . 
sont chacun divisibles par a — 1 . • . • &c. Donc 

+ B'+ C+ D doit l'être aussi. 

Exemple. 1 656 étant divisible par 9, 1 -j-6 + 5 + 6 
l'est aussi nécessairement , car i656=i.io 3 + 

6. io fl +5. io'-k6. io° == ifio 3 - 1 ; + 6( 10 9 — 1 ; 

+ 5(io 1 — i;+6(io°— 0 + 1 + 6 + 5 + 6. Or les 
premiers termes sont chacun séparément divisi- 
bles par 10 — 1=0/3 donc 1+6 + 5 + 6 doit l'être 
aussi. 

De plus , si un nombre n'est pas divisible 
par 9, le reste de la division sera égal à celui 
qu'on trouvera en divisant par 9 la somme des 
chiffres qui le composent. Par exemple , 256 divisé 
par 9 , laisse 4 pour reste 5 mais 2 + 5 + 6 = 1 3 laisse 

aussi 4. Donc. &c. - 

1. • * , , 
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l32. Ces considérations sur le nombre 9 , et sur 
la manière d'avoir les restes des divisions par g, 
peuvent s'étendre aux autres nombres. Car tout 
nombre dans le système décimal est représenté par 
la somme de quelques termes de la progression. . 
1 • . 10. • 100. . 1000. . 10000. . . multipliés chacun 
par un des neuf chiffres 1,2,3,4,5,6,7, 8, 9. 
Or , chaque terme de la progression peut être dé- 
composé en un multiple du diviseur qu'on veut em- 
ployer , plus un reste : donc le reste de la division 
d'un nombre par un diviseur donné, sera égal à la 
somme des restes des termes de la progression , 
chaque reste étant multiplié par le chiffre qui mul- 
tiplie le terme correspondant. 

Soit donc un nombre à diviser par 8 : on peut le 
représenter généralement par ^siio n + Bio n ~ l 
Cio n ~ 3 + ....Pio' + Çio 0 , ou par A(\o n — 2 *) + 
B(io"- l — 2 n - 1 ) + C(io n - 3 — 2 n - 3 ) + ..-..+ 

J52 r, -;+c.2 n -^...+^.2 a ^-p.2 , +<?... or, par les 

principes de l'algèbre, les premiers termes sont di- 
visibles par 10 — 2=8; donc , s'il y a un reste , il ne 
peut être que dans la somme des coefli ciens multipliés 

{>ar les puissances respectives de 2 ; c'est-à-dire dans 
a somme de Q+iP + kM (car les autres puissan- 
ces de 2 sont des multiples de 8 ). 

Exemple. On demande le reste de 4*35 divisa 
par 8. Ici Q~5, P=5, M=\ : on a donc 5-f- 2.3 
-4-4.i = i5 ; et parce que i5 est >8, je cherche le 
reste de i5 divisé par 8, en suivant la même mé- 
thode ; c'est à-dire que je multiplie 5 par 1 , et t 
par 2 , la somme =7<8 ; donc 7 est le reste de la 
division de 4 1 35 par 8. On aura donc toujours les 
restes de la division d'un nombre par 8, en 
prenant la somme du premier chiffre à droite X 

Y 4 
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par i y plus celle du second X par 2, plus celle 
du troisième X par 4. 

Tout nombre à diviser par 7 peut être mis sous la 
forme suivante : 

-jt( x o n — y; + B(i o*-— y- 1 ; + C( i o*- 3 — 3 n - 3 ;.. 

+ 2lf( 10 9 — 3»; +Pf 10— 3; + <?f io°— 3°; + 

^.3"+^.3 tt - I + C.3' t -....+^.9+P.3+Q. 

Les premiers termes étant divisibles par 10 — 3=7 , 
s'il y a un reste, il doit être dans la somme des coef- 
ficiens multipliés par les restes des puissances suc- 
cessives de 3 , divisés par 7* l 

Or , le reste de 3° est 1 , le reste de 3' est 3, celui 
de 3* est s , celui de 3 3 est 6, celui de 3 4 est 4 , 
celui de 3 5 est 5 , celui de 3 6 est 1 , celui de 3 7 est 3... 
où l'on voit que les mêmes restes reviennent dans le 
même ordre, et forment des périodes à l'infini, 
commençant toutes par i. ' 

l33. On peut même démontrer que , quand Je 
diviseur est un nombre premier , les restes des divi- 
sions d'une progression géométrique 1 , a , o% a% 
a 4 , a 5 ... par ce diviseur, formeront toujours de sem- 
blables périodes. 

Car, i°. si a n'est pas divisible par ce nombre 

I)remier, il est visible qu'aucune puissance de a ne 
e sera ; donc , en divisant successivement les diffé- 
rentes puissances de a par ce nombre premier , on 
aura des quotiens à l'infini , avec un reste. 

2 0 . Ce reste ne pourra pas être plus grand ni égal 
au diviseur : donc, dans la suite des divisions , les 
restes déjà obtenus se présenteront de nouveau ; et 
la période ne pourra contenir au plus qu'un nombre 
de termes égal au diviseur, moins un. 



— 
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3°. Le'premier reste étant 1 , le premier chiffre 
de la seconde période sera aussi 1 $ car il existe un 



a m — 1 



nombre m tel que — — — est un nombre entier , 

D étant un nombre premier ( c'est un théorème de 
Fermât , démontré par Euler , Mémoires de Péters* 

bourg ) : donc laisse 1 pour reste. Donc les pé- 
riodes suivantes doivent contenir le chiffre 1 : or ce 
chiffre doit être à la même place que dans la pre- 
mière période; car du moment qu'il reparoîtra, il 
doit redonner le même quotient et le même reste 
que dans la première période , puisque toutes les cir- 
constances du calcul sont rigoureusement les mêmes 
en effet. 

Q> m 

4°. Si —laisse pour reste 1 ,a m+1 donnera le même 

a a m+1 a m / i\ 

reste que — ; car xa=a^+^) = 

Ojr+— .-Or aq est un entier 5 donc, s'il y a un reste 
dans la division , il doit être le même que celui qui 
résulte de 

D 

On prouveroit par le même raisonnement, que le 
reste de la division de —— est le même que celui 

de-... 

1 34. Il suît de ce qui précède que , si on a le 
nombre i352j5&i à diviser par 7, on pourra l'écrire 
comme il suit, en mettant les restes au-dessous, 
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chacun sous le chiffre correspondant qui doit le 

multiplier i352jSii 

5i54625i 

i 

■ 

12 
ÎO 
42 

8 

z5 
3 
3 

io4 
° 

2 

Faisant ensuite les produits partiels, et les ajou- 
tant, on trouvera d'abord 104, qui seroient les restes 
de la division du nombre donné par 7 , si ce reste ne 
contenoit pas le diviseur. On répétera l'opération 
sur ce reste , et on trouvera pour second reste 6 , 
qui est le véritable reste de la division dont il s'agit. 

On trouveroit par un semblable procédé les restes 
de la division par 6, en cherchant d'abord les restes 
de 1, 10, 100, 1000... Divisés par 6, on trouveroit 
1,4,4, 4— on multiplieroit les chiffres du nombre à 
diviser par ces restes ; on prendroit la somme des 
produits , et l'on continueroit j usqu'à ce qu'on trouvât 
une somme plus petite que 6. 

*35. Prenons pour dernier exemple le divi- 
seur ii. 

La formule générale peut se mettre sous la forme 
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suivante N=(it — 1 ) n + B( 1 1 — i ) n " ■ + 

Or , dans le développement des binômes ( 1 1 — 1)% 
tous les termes , excepté le dernier , seront divisibles 
par 1 1 : de plus , le dernier terme des puissances im- 
paires sera nécessairement négatif; donc , si la divi- 
sion par 1 1 donne un reste, il sera le même que celui 
qui résultera de la somme de Q — P + M — ... &c. 
c'est- à-dire de la somme des coefliciens , multipliés 
alternativement par +i, — i, en retranchant la 
somme négative de la somme positive. 

Exemple. On demande le reste de la division 
de 64573 par II... on fera les deux sommes 

3 + 5 + 6=i4 
—7—4=— n 

Reste 3 

Donc la division du nombre donné par 1 1 , donne 3 
pour reste. 

l36. Comme la division par 9 et par 11 est très- 
simple, on peut l'employer à servir de preuve à la 
multiplication et à la division (Arith.5i ) 5 car le pro- 
duit des restes de la division du multiplicande et du 
multiplicateur par un même nombre, est égal au 
reste de la division du produit des mêmes nombres 
par le même diviseur. 

Pour le démontrer, soit le multiplicande M , le 
multiplicateur N, le diviseur commun =D>p et q 
les quotiens, r et s les deux restes. Il est visible qu'on 
aura M=pD + r... N=çD + s; donc MN=pqD* 
+psD-\-çrD+rs , où Ton voit que tous les termes 
sont divisibles par D , excepté le dernier rs : donc 
le reste de la division du produit MNpar D, sera le 
même que celui de rs par le même diviseur. Or, on 
a des moyens pour connoître rs; donc, lorsque la 
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multiplication est exacte, le reste du produit r di- 
visé par D , doit s'accorder avec le reste de rs , di- 
visé par/?. 

Exemple. Soit la multiplication de 34l P ar £28. 
= J 83s 1 6. Si on se sert du diviseur 9 = D , on trou- 
vera le reste r, en prenant la somme des chiffres du 
multiplicande; et en retranchant les 9 qu'elle con- 
tient (i3i), on trouvera r=S. Par îe même pro- 
cédé , on aura s=6 donc rs='âo , qui , divisé par 9 , 
laisse 3. Le produit traité de même , laisse aussi 3 , ce 
qui est une preuve de l'exactitude de l'opération. ! 3 

Enoncé de plusieurs problêmes du premier et du* 
second degré , dont on trouvera le résultat dans 
le tableau suivant. 

" » 

Problème premier. Une personne interrogée 
combien elle avoitde jetons dans sa main -, répondit 
ue celui oui en auroit la moitié , le tiers, et le quart 
e ce qu'elle avoit, en auroit 3 de plus qu'elle n'en 
a voit : quel étoit le nombre de ses jetons ? 

Problème second. Une armée ayant été défaite y 
le sixième est resté sur le champ de bataille, 1200 
hommes ont été faits prisonniers , et le tiers de l'armée 
a pris la fuite: on demande le nombre d'hommes qui 
composoient l'armée ? 

Problème troisième. Si l'on doubloit le nombre 
deraesécus, disoit un bonhomme, j'en donnerois3, 
ce qui fut fait ; on continua de même jusqu'à la troi- 
sième fois, qu'il ne lui resta rien : quel étoit le nombre 
de sesecusr 

Problème quatrième. Une personne à qui on 
avoit demandé quelle heure il étoit , répondit qu'il 
étoit entre 5 et 6 heures, et que l'aiguille des mi- 
putes se trouvoit exactement sur celle des heures t 
quelle heure étoit-il donc? 



Digitizèd by Googl : 



DE MATHÉMATIQUES. 3 17 

Problème cinquième. Deux courriers partent en 
même temps , l'un de Paris pour Lyon , l'autre de 
Lyon pour Paris ; le premier va quatre fois plus vite 
que le second : à quelle distance de Lyon les courrier* 
se rencontreront-ils ? 

Problème sixième. Les trois-quarts et le sixième 
d'un vaisseau plongent dans la mer; il reste quatre 
pieds de bord : quelle est la hauteur du vaisseau ? 

Problème septième. Un particulier a acheté pour 
la somme de 260 fr. unlot de bouteilles de vin, com- 
posé de 100 bouteilles devin deBourgogne et de 80 
de vin de Champagne. Un autre particulier a acheté 
au même prix , pour la somme de 220 fr. , 80 bou- 
teilles du premier et 70 du second : on demande 
combien a coûté la bouteille de chaque espèce de 
vin? 

Problême huitième. Une lettre -de- change de 
2000 fr. a été payée en écusde 3 fr. et en piastres 
de 5 fr. ; et il y avoit précisément 45o pièces de 
monnoie : combien y en avoit- il de chaque espèce? 

Problème neuvième. Une certaine somme , pla- 
cée à intérêt , s'est accrue en 9 mois jusqu'à 3 1 o 1 fr. 
s5cent., et en deux ans et demi elle est devenue 
3337 fr. 5 déc\ : quelle étoit la somme , et à quel 
taux étoit l'intérêt ? 

Problême dixième. Deux ouvriers A et B % tra- 
vaillant ensemble , ont fait un certain ouvrage en 
8 jours; A et C n'ont pu le faire qu'en 9 jours; B 
et C l'ont fait en 1 o jours : on demande combien cha- 
cun d'eux , travaillant séparément , mettroît de jours 
à faire le même ouvrage ? 

Problême onzième. On demandoit à Pithagore 
combien de disciples fréquentoient son école ; il ré- 
pondit la moitié étudie les mathématiques, un quart 
la physique , un septième garde le silence; et il y a 
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de plus 3 femmes : quel étoit le nombre de ses dis- 

ciples ? 

Problême douzième. Quelle heure est- il, de- 
mande-t-on à un géomètre ? il répond que ce qui 
reste du jour est les quàtre tiers des heures déjà 

écoulées. ■ . a. 

Problême treizième. Diophahte passa la sixième 

partie de sa vie dans la jeunesse , et la douzième dans 
l'adolescence. Après un septième de sa vie et 5 ans , 
il eut un fils qui mourut après avoir atteint la moitié 
de l'âge de son père, et ce dernier ne lui survécut 
que de 4 ans : quel étoit l'âge de Diophante ? 

Problème quatorzième. Quelqu'un a deux go- 
belets d'argent , avec un seul couvercle pour les 
deux ; le premier gobelet pèse douze décagrammes i 
et, si on y met le couvercle * il pèse deux fois plus 
que l'autre gobelet; mais si Ton couvre le second 
gobelet, celui-ci pèsera trois fois plus que le pre- 
mier : on demande le poids du second gobelet et dit 

couvercle? . 

Problême quinzième. Une personne a acheté 
quelques mètres de drap, à raison de 7 écus pour 
5 mètres; elle a revendu le même drap à raison de 
11 écus pour 7 mètres , et elle a gagné 100 écus 
sur le tout : on demande combien il y a voit de drap? 

Problème seizième. Deux personnes doivent 
«29 pistoles; elles ont de l'argent toutes les deuXj 
mais pas assez chacune pour pouvoir acquitter cette 
dette commune. Le premier débiteur dit donc au se- 
cond : Si vous me donnez les deux tiers de votre 
argent , je paierai seul la dette ; le second lui réplique 
qu'il pourroit la payer seul , si l'autre lui donnoit les 
trois-quarts du sien : on demande combien ils ont 
d'argent l'un et l'autre? 

Problème dix-septième* Trois frères ont acheté 
une vigne pour 100 louis 5 le plus jeune dît qu'il 
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pourroit payer seul la vigne , si le second lui donnoit 
la moitié de l'argent qu'il a 5 le second dit qu'il la 
paieroit seul , si l'aîné lui donnoit le tiers de son ar- 
gent ; l'aîné ne demande que le quart de l'argent du 
plus jeune , combien chacun avoit-il d'argent ? 

Problème dix- huitième. Deux marchands ven- 
dent chacun d'une certaine étoffe; le second en 
vend trois mètres de plus que le premier, et ils reti- 
rent ensemble 35 écus; le premier dit au second: 
J'aurois retiré de votre étoffe 2 4 écus ; l'autre lui ré- 
pond: Et moi j'aurois retiré de la vôtre 12 écus et 
demi : combien chacun a-t-il vendu de mètres? 

Problème dix-neuvième. Un officier se croyant 
trop foible pour attaquer l'ennemi , prie un autre 1 
officier de lui envoyer 20 hommes de son détache- 
ment ; mais alors le détachement du premier officier 
se trouve triple de celui du second : combien de sol- 
dats avoit chaque officier ? 

Problème vingtième. La somme de 5oo fr. ayant 
été partagée entre quatre personnes , il se trouve que 
les deux premières ensemble ont eu 285 fr. 5 la se- 
conde et la troisième ont eu 220 fr. 5 enfin, la troi- 
sième et la quatrième 1 15 fr. 5 et de plus , le rapport 
de la part de la première à celle de la quatrième,' 
est de 4 : 3 : on demande combien chacune a eu ? 

Problème vingt-unième. Deux courriers partent 
en même temps, l'un de Paris pour Orléans , dont la 
distance est de i5 myriamètres, l'autre d'Orléans 
pour Paris; et ils marchent tellement, que le pre- 
mier arrive à Orléans une heure après avoir ren- 
contré le second , et celui-ci arrive à Paris seize 
heures après avoir rencontré le premier : on de- 
mande quel chemin ils ont fait, chacun en particu- 
lier , lorsqu'ils se sont rencontrés ? 

Problême vingt - deuxième. Deux lettres-de- 
change $ la première de 822 fr. , payable dans six 
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mois, et la seconde de 1666 fr. , payable dans 
C) mois, ont été escomptées ensemble et au même 
intérêt , pour une somme de 88 fr. : on demande a 
quel taux étoit l'intérêt ?. 

Problème vingt-troisième. Supposons qu'il y ait 
100 mille habitans dans un département , et que la 
population y augmente tous les ans de la troisième 
partie : on demande quel sera le nombre des habi- 
tans de ce département au bout d'un siècle? 

Problême vingt v quatrième. Après avoir tiré un 
litre de vin d'un tonneau qui contient 100 litres , on 
le remplace par un litre d'eau 5 on tire un second 
litre du même tonneau , que l'on remplace par un 
litre d'eau : on continue toujours la même opéra- 
tion ; et l'on demande quel nombre de litres il fau- 
droit tirer de ce mélange, pour que le vin qui reste- 
roit dans le tonneau fut la moitié ou le tiers, ou en 
général la partie m , de celui qui y étoit d'abord. 

Problème vingt-cinquième. Un officier voulant 
récompenser les soldats de sa compagnie, donne 
100 fr. au premier, et la centième partie du reste; 
il donne 99 fr.au second, et la quatre-vingt-dix-neu- 
vième partie du reste 5 98 fr. au troisième, et la 
quatre-vingt-dix-huitième partie du reste ; et ainsi 
des autres jusqu'au dernier, dont lapart se trouva être 
«2 fr. On sait aussi que la part du dernier fut égale à 
celle du premier , divisée par le nombre des soldats : 
Ton demande quel étoit ce nombre , et la somme qui 
leur fut distribuée? 

Problème vingts sixième. Un avare a dans son 
coffre-fort plusieurs sacs de 100 pistoles. En les 
comptant un jour 4 , 2a2,3à3,4à4,5à5,6à6, 
il en trouvoit toujours un de reste 5 les comptant un 
autre jour 7 à 7 , il n'en trouve aucun de reste : ne 
pourroit-on pas savoir combien il en avoit ? 

Problème vingt- septième. Un autre comptant 

ses 

» 
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ses sacs 2 à 2 , il en trouvoit un de reste j les comp- 
tant 3 à 3 , il en avoit 2 de reste 5 les comptant 4 à 4 , 
il en avoit 3 de reste 5 les comptant 5 à 5, il en avoit 
4 de reste ; les comptant 6 à 6 , il en avoit 5 de 
reste ; enfin les comptant 7 à y, il n'en restoit aucun : 
combien en avoit-il ? 

Problème vingt - huitième. Trois femmes ont 
porté des poires au marché ; la première 5o , la se- 
conde 5o , la troisième 10; elles ont vendu une 
partie de ces poires le matin , à 3 centimes la poire 5 
elles ont vendu le reste le soir à 7 pour un centime ; 
elles en ont retiré le môme argent : comment cela 
peut-il arriver ? . 

Solutions des -problèmes précédens. 

• 

N\ 1 . 55 

N°. 2 2400 h. 

N°. 3 2 écus{ 

N°. 4 . . 27' J- 

N°. 5 . . Les courriers se rencontreront après 
que celui de Paris aura fait les quatre 
cinquièmes du chemin de Paris à Lyon , 

* A. 

« • • f ■ 7 

N°. 6 , 48 

N°. 7 .... 1 liv. le premier, et 2 liv. le second. 

N°. 8 125 écus j et 3a5 piastres. 

N°. 9 ... L'intérêt 4 , 5 p.|. Le capital 3ooo f. 
N°. 10 . . -^=i4j.^...^=i 7 j.li # ..C==23î. 1 ^. 

N°. »i 28 

N°. 12 10h.17m.-i 

N°. i3 . . 84 

N°. i4 . . Le couvercle pèse 20 d. g. et le second 

gobelet 16. 

N°. i5 ................ . 583fmèt. 

N°. 16 . . Le i er avoit 19 pistoles y , le 2 e 14^. 

X 
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N°. 17 . . L'aîné avoit 84 louis, le second, 72 I. ; 

le troisième, 64 1. 

N°. 18 . . Le premier marchand avoit 1 5 mètres, 
et le second 185 ou le premier marchand 
avoit 5 mètres, et le second 8. 

N°. 19 . . Ce problème est indéterminé, et par 
conséquent susceptible de plusieurs solu- 
tions. La plus simple est un soldat pour le 
premier officier ,«et 21 pour le second. 

N°. 20 . .La première a eu 160 fr. , la 2 e 125 fr., 
la 3 e o5 fr. , la 4 e 120 fr. 

N°. 21 . . Le premier a fait 12 myriamètres, et le 
second en a fait 3. 

N°. 22 L'intérêt est à 5,5 p. 

N°. ^3 m 2654874 habitans. 

N°. 24 • • H faut en tirer un peu moins de 69 litres. 

N°. 2 5 . . Cet officier avoit 100 soldats dans sa 

compagnie, ou 99 La somme qu'il 

leur distribua étoit ioioo,fr., ou 9900 fr. 

N°. 25 . . Le problème est susceptible de plu- 
sieurs solutions. Le plus petit nombre qui 
satisfait est3oi 5 les autres nombres croî- 
tront progressivement de 420. 

N°. 27 . . Problême indéterminé , susceptible de 
plusieurs solutions. Une de ces solutions 
est 539. Les autres nombres croîtront 
progressivement de 420. 

N°. 28 . . Problême indéterminé , mais qui n'est 
susceptible que d'une solution. La pre- 
mière en a vendu 1 le matin, et 49 le soir; 
la seconde en a vendu 2 le matin, et 281e 
soir - y la troisième en a vendu 3 le matin , 
et 7 le soir. 

m 

F I . . . • • 

- v 
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Le même Libraire tient un assortiment de Livres anciens et rares con- 
cernant la Géométrie , la Mécanique et ^Astronomie. 
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